ELEMENTI 


ARITMETICA 

AD USO 

DEL GINNASIO SUPERIORE 

DELLE SCCOLE NORMALI E DEGL'ISTiTDTI TECNICI 

PER , 

AURELIANO FAIFOFER 

PROFESSORE NEL LICEO MARCO FOSCARINt 


DECIMAOUINTi EDIZIONE 


VENEZIA 

TIPOGRAFIA EMILIANA 

1897 


r 



t 



ii 


PEOPEIETÀ LETTKEABIA. 







ELEMENTI D'ARITMETICA 


CAPITOLO I 

NUMERAZIONE 


Preliminari. 

1. Oggetti i più disparati possono avere una qua¬ 
lità comune (*); considerati insieme, rispetto a co- 
desta qualità, costituiscono una collezione tf oggetti. 

Qualunque collezione d’ oggetti ha una proprietà 
a formare la quale ciascun oggetto concorre unica¬ 
mente con la sua presenza nella collezione. Allude a 
questa proprietà chi domanda quanti sono gli oggetti 
di una collezione. ' 

n concetto rappresentato dalla parola quanti è il 
concetto fomlamentale della scienza che ci proponiamo 
di trattare; appunto perciò esso non si può definire; 
non possiamo cioè determinarlo in base a sue relazioni 
aon altri concetti noti. Noi qui seguitiamo supponendo 
che, quando toma in campo la parola quanti, si capi¬ 
sca di che si tratta. 

*. Imaginiamo ora di aver due {**) collezioni di 
oggetti e di far corrispondere ( di riferire, di accop¬ 
piare) a ciascun oggetto dell’una un oggetto dell’al¬ 
tra. Se le due collezioni rimangono esaurite ad un 
tempo, allora gli oggetti d’ima collezione sono tanti, 
quanti sono gli oggetti dell’altra. 

(*) Ad es., un cane, un pesce, una farfalla hanno in co¬ 
mune la qualità di essere animali. 

(**) Questa parola è qni adoperata prima del tempo ; ma, 
vietandoci qualsiasi anticipazione, ci condanneremmo al si¬ 
lenzio. 
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Mediànte una collezione d’oggetti si può dunque 
indicare quanti sono gli oggetti d’un altra. Cosi è, 
ad es., che, mostrando alcune dita, taluno può far ca¬ 
pire quante monete abbia in tasca. 

3. Questo artifizio di determinare quanti sono 
gli oggetti d’una collezione, riferendoli a quelli di 
uni altra, è di uso frequentissimo in pratica. 

La collezione, a cui quasi esclusivamente si rife¬ 
risce ogni altra allo scopo i)redetto, è composta di 
certe parole, tutte differenti tra loro, che si succedono 
in un ordine determinato, invariabile, e senza fine. 
Codeste parole, dette numeri^ sono le seguenti: tino, 
due, tre, quattro, cinque, sei, sette, otto, nove, dieci ,..., 
centotrè,..,, trecento,..., ecc., ecc. 

t. I numeri, quando si fanno corrispondere agli 
oggetti d’una collezione, si pronunciano uno dopo l’altro 
nell’ ordine in cui si succedono, cominciando dal pri¬ 
mo. Codesta operazione si dice contare. 

Ad es., contando le dita d’una mano, si arriva al 
numero cinque; epperò si può dire che le dita d’una 
mano sono tante quanti sono i numeri uno, due, tre, 
quattro, cinque. 

3. È manifesto che per indicare tutti i numeri, 
che si sono adoperati contando gli oggetti d’una col¬ 
lezione data qualunque, basta nominare l’ùltimo nu¬ 
mero del quale si è fatto uso. Cosi con una sola pa¬ 
rola si determina, si esprime quanti sono gli oggetti 
di quella collezione. Ora possiamo dire che: 

6. UeUnlzIone. Numeì-o è una parola mediante 
la quale si esprime quanti sono gli oggetti (f una colle¬ 
zione data. (*). 

(•) Cosi, dopo molto fare e rifare, crediamo di aver tro¬ 
vata ( già nelle prime edizioni ) la forma definitiva della pri- 
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Il numero, che esprime quanti sono gli oggetti 
d’una collezione, si dice brevemente: il numero di que¬ 
gli oggetti. 

t. La scienza dei numeri si chiama Aritmetica. 
Ne accenneremo T importanza con le seguenti parole 
di Melantone “ tniki si linguae sint cetitum, oraque 
centum, non possem enumerare quam muttis in rebus 
usus sit numeìomm 

Composizione dei numeri. 

8. Il numero degli oggetti d'una collezione può 
variar senza fine, perchè insieme con gli oggetti d’una 
collezione, a far parte di essa, se ne possono met¬ 
tere ( almeno idealmente ) sempre di nuovi. Perciò^ 
è mestieri che anche la serie dei numeri prosegua 
senza fine. 

I primi numeri, dall' uno al dieci, sono parole 
tutte radicalmente diverse tra loro. Tutti gli altri 
numeri, malgrado che la loro serie sia infinita, e che 
tutti debbano differire tra loro, sono composti secondo 
una legge semplicissima coi primi dieci e con pochis¬ 
sime altre parole introdotte senza assoluta necessità ; 
alcune, senza utile alcuno, dall’uso; talune altre af¬ 
fine di ottenere concisione nel linguaggio. 

9. La legge di composizione dei numeri vien 
trovata, si può dire senza che occorra cercarla, da 
chiunque non sappia contare oltre il dieci, e pur vo¬ 
glia esprimere quanti sono gli oggetti di una collezio¬ 
ne, che ne contenga più (*) di dieci. Infatti si pre¬ 
ma pagina dell'Aritmetica. (Abbiamo posto questa nota per¬ 
chè ci sono autori che trovano da ridire d’un libro dopo d’averlo 
saccheggiato ). 

(*) Dna collezione contiene più oggetti d'un’ altra, se, ac- 
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senta spontanea l’idèa, dopo di aver contato dieci og¬ 
getti, di metterli da banda uniti insieme in un grup¬ 
po, e di contar poi da capo sino a dieci, e sempre da 
capo sino a dieci, finché ci siano oggetti abbastanza ; 
e ciò con l’intendimento di contar in fine i gruppi da 
dieci,*e poi separatamente gli oggetti, se ne sono ri¬ 
masti, che non fossero bastati a comporre un ultimo 
gruppo. 

Posto, ad es., che, operando in tal modo, si siano 
ottenuti tre gruppi da dieci e che siano rimasti sette 
oggetti, è manifesto che, accennando questo risultato, 
si esprime con esattezza quanti sono gli oggetti della 
collezione data. Tre decine e sette sarebbe, in tal caso, 
il numero dogli oggetti. 

Abbiamo veduto come con le sole parole dall’ uno 
al dieci si possa esprimere quanti sono gli oggetti d’ una 
collezione anche quando essa ne contenga assai più 
di dieci. E perchè si è potuto ottener ciò aggruppando 
prima gli oggetti a dieci a dieci, e contando poi se¬ 
paratamente i gruppi da dieci e gli oggetti rimasti, 
nel caso che le decine siano più di dieci, per espri¬ 
mere quante esse sono, è ben naturale di ricorrere 
allo stesso artificio, di comporre cioè gruppi maggio¬ 
ri, ciascuno con dieci decine. E cosi via. 

IO. Ai gruppi od unità di vari ordini, che si com¬ 
pongono per ottenere il numero degli oggetti d’ una 
collezione data, furono attribuiti i nomi registrati nella 
tabella seguente: 


Primo ordine. unità 

Secondo ordine. decine 


Doppiando a ciascun suo oggetto nn oggetto della seconda, 
questa rimane esaurita mentre ci sono ancora oggetti della 
prima collezione. 
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Terzo ordine. centinaia 

Quarto ordine. migliaia 

Quinto ordine. decine di migliaia _ 

Sesto ordine. centinaia di migliaia 

Settimo ordine. milioni 

Ottavo ordine. decine di milioni 

Nono ordine. centinaia di milioni 

Decimo ordine. bilioni (^) 

.. , decine di bilioni 

. centinaia di bilioni 

. trilioni 

. decine di trilioni 

11 . Adunque, por trovare il numero degli oggetti 
d’una collezione data, si aggruppano gli o^tti in 
unità di vari ordini, non lasciando mai in nessun or¬ 
dine più di nove unità. Poi si contano separatamente 
le unità dei vari ordini. Infine, cominciando dall’or¬ 
dine più elevato, si esprime il numero dello unità che 
esso contiene e si fa seguire questo numero dal titolo 
delle unità corrispondenti ; e cosi via successivamente 
fino all’ordine infimo. Non si fa nessun cenno di quegli 
ordini, inferiori al più elevato, ne’ quali non tosse ri¬ 
masta alcuna unità. L’espressione risultante è il numero 
cercato. 

13. Imaginando di porre insieme con un og¬ 
getto un secondo, e poi di porre nella collezione 
dei due un nuovo oggetto, e cosi via indefinitamente, 
e di esprimere per ciascuna nuova colleziono il nu¬ 
mero d’oggetti corrispondente, si ottiene la serie dei 
numeri. 

EU’ è cosa facilissima dedurre mentalmente da un 

(*) Il bilione è detto anche miliardo. 
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numero il successivo, e quindi di recitare la serie dei 
numeri. 

Per conseguenza, per trovare il numero degli og¬ 
getti d’una collezione, in luogo di formare i gruppi 
di vari ordini, ecc. ( il che d’altra parte non sarebbe 
materjialmente possibile che in rari casi), si contano 
gli oggetti. [41. Codesta operazione consiste nell’ac¬ 
coppiare con ciascun oggetto un numero, pronunciando 
i numeri successivamente nell’ ordine in cui si succe¬ 
dono nella serie numerale. D numero, che corrisponde 
all’ ultimo oggetto, è il numero degli oggetti della col¬ 
lezione. [6]. 

13 . Nella composiziono dei numeri l’uso ha consa¬ 
crato qualche abbreviazione ed anche taluna ecce¬ 
zione aUa legge che abbiamo esposta precedentemente. 
Riesce più semplice indicare codeste deviazioni dalla 
regola dopo di aver appreso a scrivere i numeri. 

‘ ' Scrittura dei numeri. 

li. I numeri si rappresentano per iscritto come 
ogni altra parola; ma ben più spesso in un modo bre¬ 
vissimo mediante segni e convenzioni particolari. 

Intanto, per significare le parole; uno, due, tre, 
quattro, cinque, sei, sette, otto, nove, fiirono adottate 
le cifre; 

1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9. 

Perciò, ad es., invece di scrivere; 

due milioni, quattro migliaia, otto dechie, 
si può scrivere alquanto più semplicemente; 

2 milioni, 4 migliaia, 8 decine. 

Per i titoli delle unità dei vari ordini si è trovato 
modo di poter omettere del tutto di scriverli. 

Si è cominciato per ispeditezza a registrare i nu- 
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meri in un foglio diviso in colonne portanti in testa, 
ordinatamente da destra a sinistra, i titoli delle unità 
dei vari ordini. Poi, visto che la pratica dispensava 
dal leggere i titoli scritti in testa alle colonne, si 
son soppressi questi titoli; e infine si son soppresse 
anche le linee di separazione delle colonne tra loro, 
perchè dal posto occupato da una cifra rispetto a 
quella delle unità di primo ordine si può conoscere 
con somma facilità l’ordine delle unità rappresentate 
dalla cifra. 

E perchè può accadere che manchino unità di 
qualche ordine inferiore al più elevato, si è trovato 
necessario di adottare un segno da porre nel posto 
corrispondente all’ordine di cui non ci fossero unità, 
affine di consei^atre alle cifre il posto relativo. Questo 
segno è la cifra 0, che si denomina zero. 

Ad es., in base alle convenzioni or ora indicate, 
il numero 4 centinaia di migliaia, 2 migliaia, 6 centi¬ 
naia e 6 decine si può rappresentare scrivendo sola¬ 
mente: 402660. 

15. In un numero scritto ciascuna cifra ha un 
valore assoluto, che si conosce dalla forma, ed ha un 
valore relativo, che dipende dal posto che ossa occupa 
rispetto alla cifra delle unità. 

1«. Alla domanda: quanti oggetti ecc., può darsi 
convenga la risposta : nessuno. Questa parola ha dun¬ 
que diritto [6] di esser posta tra i numeri; e la si pone 
in fatto, però sostituita con la parola zero. E cosi 
la cifra zero, in un numero, si può interpretare come 
significante quante sono le unità di quel certo ordine. 

Allo stesso risultato saremmo pervenuti imagi- 
nando di togliere da una collezione una cosa alla volta 
fino al completo esaurimento. Per questa via si giunge 
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alla conchiusione che zero è un numero che precede il 
numero utw. (Ma quando si conta si comincia da imo). 

Semplificazioni nella composizione dei numeri. 

Eccezioni aita regola. 

Vt. Abbiamo detto che nella composizione dei 
numeri c’è qualche abbreviazione ed anche qualche 
irregolarità. Ora, ohe sappiamo scrivere i numeri, pos¬ 
siamo accennarle con maggiore comodità. 

Intanto, dopo letta la cifra delle unità di primo 
ordine, si suolo omettere la qualifica unità. Così, ad 
es., il numero 7 si enuncia semplicemente : sette. 

n numero 10, invece di enunciarlo una decina, si 
legge semplicemente: dieci. 

I numeri 11, 12, 13, 14, 16, 16, invece di leggerli: 
dieciuno, diecidue,' diecitrè, dieciquattro, diecicinque, die- 
cisei, come richiederebbe la regola generale, si enun¬ 
ciano : undici, dodici, tredici, quattordici, quindici, sedici. 

I numeri 20, 30, 40, 60, 60, 70, 80, 90, invece 
di duedieci, tredieci, ecc., si leggono ; venti, trenta, qua¬ 
ranta, cinquanta, sessanta, settanta, ottanta, novanta. 

II numero 100, invece di leggerlo un centinaio, 
si legge: cento. 

Cosi i numeri 200, 300, ecc. si leggono duecento, 
trecento, ecc. 

Il numero 1000 si dovrebbe leggere un migliaio. 
Invece si legge semplicemente: mille. 

Cosi i numeri 2000, 3000, eoe. si leggono duemila, 
tremila, ecc. 

Consideriamo ora il numero 374000. Si dovrebbe 
leggerlo: trecentomWn, settantamWu. quattromila. In¬ 
vece, tacendo per le due primo parti la desinenza co¬ 
mune mila, si logge : trecentosettantaquattromlla. 
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Cosi il numero 370000 si leggerà: trecentoseU 

/an/amlla. 

Analogamente, ad os., il numero 749000000, che 
si dovrebbe leggere : sefteamto mlllonK quaranta mi¬ 
lioni, nove milioni, si legge invece abbreviato: sette- 
centoquarantanove milioni» 

I numeri 740000000 e 700000000 si dSvono leg¬ 
gere, il primo: settecentoquaranta milioni e l’altro, 
regolarmente, : settecento milioni. 

18 . Ora possiamo enunciare la regola secondo cui 
si leggono i numeri. 

Reirola 1*. Per leggere un numero scritto con tre 
cifre 0 meno, si leggono successivamente le cifre, co¬ 
minciando da sinistra, e pronunciando dopo il nome 
di ciascuna cifra il titolo delle unità corrispondente al 
posto occHjxito dalla cifra. (*). 

Redola »*. Per leggere un numero rappresentato 
con più di tre cifre, si separano le cifre in classi, cia¬ 
scuna di tre cifre, partendo da destra ( T ultima classe 
può constare di due cifre, ed anche di una soltanto). 
Poi, cominciando da sinistra, si leggono successivamente 
i nuìneri rappresentati dalle singole classi, come se fos¬ 
sero isolati, ed in seguito a ciascuno di questi numeri si 
dice il titolo delle unità delV ultima sua cifra. 

Ad es., il numero 7240006900416 si legge: «effe 
trilioni, duecentoquaranta bilioni, sei milioni, nove¬ 
cento mila, quattrocentoquindici. 

Prime proprietà dei numeri. 

19 . Dcf. Un numero si dice maggio/re rispetto a qua¬ 
lunque che lo jn-eceda nella serie numerale e mittore di 
qualunque numero susseguente. 

(*) Eispettando, ben inteso, le eccezioni e modificazioni 
accennate nel precedente paragrafo. 
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30. Corollario 1*. (*). Se ?tn numero è maggiore 
di un olirò, e questo è maggiore di un terzo, il primo 
è maggiore del terzo. 

31. Cor. 3°. Un’ unità (V un ordine qualunque è 
maggiore di qmlunque numero composto coti sole unità 
degli ordini infermi. 

infatti i numeri di due cifre seguono quelli d’una 
cifra ; i numeri di tre cifre seguono quelli di due ; ecc. 
Perciò, ad es., il numero 1000 è maggiore di 999 e di 
qualunque numero di tre cifre o meno. 

33. In base alle proposizioni procedenti è facile 
riconoscere quale di due numeri scritti è il maggiore. 

Se il numero delle cifre è differente, è maggiore 
il numero che ne ha di più. Ad es., 32006 è maggiore 
di 968. Infatti una sola delle unità di quarto ordine 
del primo numero supera [21] il secondo. 

Se i numeri hanno egual numero di cifre, come 
ad es. i numeri 3648219 e 3647998, si confrontano, 
cominciando da quelle dell’ ordine più elevato, le cifre 
esprimenti unità dello stesso ordine, fino ad incon¬ 
trarne due disuguali ; il numero, che contiene la cifra 
maggiore, è maggiore. Nel nostro caso il primo numero 
è il maggiore. Ed infatti anche 3648000 è maggiore 
di 3647999, dacché [21] un solo migliaio supera qua¬ 
lunque numero di tre cifre. 

33. Finora noi abbiamo considerato i numeri 
come parole; e per questo modo di vedere è giustifi¬ 
cata la precedente [ 19] definizione ( convenzione ). (**). 

(*) La parola corollario significa conseguenza. Una pro¬ 
posizione si dice corollario, s’intende di una proposizione in 
discorso, quando è una facile conseguenza di codesta propo¬ 
sizione. 

(**) Una parola non è maggiore o minore d’on’altra. 
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Giova spesso, nello studio delle proprietà dei nu¬ 
meri, riguardare un numero come un aggregato di 
cose astratte, ideali, tutte uguali tra loro, invariabili, 
dette unità. 

In questo senso, ad es., il numero cento è l’ag¬ 
gregato di cento imità. Si noti bene che qui la pa¬ 
rola cento, la prima volta esprime un ente ideale, la 
seconda volta una qualità di questo ente, esprime cioè 
quante sono le parti (unità) che lo compóngono. Nel 
seguito useremo dei numeri talvolta in un senso, 
tal’ altra nell’ altro, senza che da ciò abbia origine la 
minima confusione. (*). 

34. Teorema. (**). Se in un numeìv si soppt'imono 
alquante cifre a destra, il numeiv rimanente esprime 
quante unità, dell’ordine della cifra sussegttente a quelle 
cancellate, sono contenute nel numero dato. - 

»lm. Sia, ad es., il numero 32417. Cancellando, 
ad es., due cifre alla destra, rimane il numero 324. Ora 
si vuol provare che il numero 324, la cui ultima cifra 
nel numero dato esprime centinaia, esprime quante 
centinaia sono contenute nel numero dato. 

Perciò basta osservare che, quando si aggrup¬ 
pano secondo la nota legge gli oggetti d’ una colle- 

{*) Ma notiamo bene che, se giova riguardare un numero 
come una collezione di cose (unità), un numero non è per nulla 
un aggregato di cose, ma esso è sempre una parola che esprime 
fuente sono le cose dell’aggregato. Certe cosidette proprietà 
dei numeri sono invece proprietà delle corrispondenti collezioni 
di cose. £ perchè le cose possono essere qualunque, si è finito 
col rigpiardare il numero stesso come un aggregato di cose, 
astratte, tutte uguali, dette unità. 

{**) Si dice teorema una proposizione che mediante un ra¬ 
gionamento si dimostra essere una conseguenza di definizioni 
o di altre proposizioni accettate senza discnssione. 
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zione per averne il numero, formati i gruppi d’un 
ordine qualunque, il seguito dell’operazione ha per 
iscopo di trovare il numero di questi gruppi. Così nel 
nostro caso, composte le centinaia, l’operazione, che re¬ 
sta da fare, è appunto quella mediante la quale si de¬ 
termina il numero di codeste unità di terzo ordine, e ri¬ 
sulta infine il numero 324. 

— !25. Oss. In base al teorema che precede, dovendo 
indicare a parole il numero che rimane cancellando da 
un numero dato la cifra delle unità, si dirà il numero 
delle decine del numero dato. 

Per decine di un dato numero intenderemo quel 
numero che rimane quando si sostituisca uno zo'o alla 
cifra delle unità. 

Per cifra delle, decine si deve intendere invece la 
cifra che occupa il secondo posto, contando da destra. 

Por un numero di due cifre l’espressione numei-o 
delle decine e l’altra cifra delle decine haimo lo stesso 
significato. — 

»6, Ora siamo in grado di giustificare, in altra 
guisa, il modo abbreviato in cui si logge un numero, 
dopo di averne separate le cifre in gruppi, ciascuno 
di tre. Ad es., si consideri il numero 14280327. Sup¬ 
ponendo cancellati i due ultimi gruppi a destra, 
rimane il numero 14 ad esprimere quanti milioni si 
erano ottenuti col penultimo aggruppamento. In que¬ 
sta idea il numero può esser letto : quattordici milioni, 
duecentomila, ottantamila, trecentoventisette. Se poi nel 
numero 280327, che è la seconda parte del numero 
dato, si suppongono soppresse le tre ultime cifre, il nu¬ 
mero 280 resta ad indicare quante migliaia sono conte¬ 
nute nel numero, ejjperò lo si può enunciare : duecen- 
tottantamila trecentoventisette. 






CAPITOLO II 

ADDIZIONE 


Definizioni. 

31. Def. Si dice somma di dite numeri quel nutnero 
che esprime quanti sono gli oggetti della cotleeione che si 
ottiene imaginando che formino una collezione sola quelle 
rappresentate (*) dai due numeri dati. 

( Volendo riguardare un numero come un aggre¬ 
gato di unità [23], si può dire che: ai chiama somma 
di due numeri quel numero che è composto con tutte in¬ 
sieme le unità che compongono i numeri dati). 

Manifestamente per ottenere la somma di due nu¬ 
meri basta contare [ 12J tutti gli oggetti che compongono 
le collezioni rappresentate dai numeri dati. 

Per il caso che le cose formanti le due collezioni 
siano astratte o incomode a contare, le cose stesse si 
possono rappresentare con altrettanti oggetti oppor¬ 
tuni, o con segni ; talvolta con le dita delle mani. 

Imaginando di poter disporre della serie numerale 
scritta e di accoppiare ordinatamente ai numeri gli og¬ 
getti, esaurendo prima una delle collezioni, si giunge 
alla conchiusione che : 

^ 38. La somma di due numeri è quel numero a cui 
si perviene nella serie numerale contando, in seguito al 
primo dei numeti dati, tanti numeri quanti ne indica il 
secondo. (**). 

(*) Un disegno, secondo il grado di perfezione, fa cono¬ 
scere più o meno delle qualità dell’ oggetto rappresentato. Un 
numero scritto si può riguardare come un disegno che rappre¬ 
senta quanti sono gli oggetti d'nna collezione. 

(**) Codesta proprietà della somma di due numeri si po- 

e 
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Cosi, ad 68., poiché, contando 6 numeri in seguito 
a 12, si pervienO a 17, questo numero è la somma di 
12 e 6. — 

Z9. L’operazione aritmetica, mediante la quale si 
trova la somma di due numeri dati, si dice addizione; 
i dvie numeri si dicono gli addendi od anche le parti 
.della somma. 

Per accennare che si fa l’addizione, ad es., dei nu¬ 
meri 12 e 5, si dice che si aggitmyc, che si somma 6 a 12. 

L’ addizione si indica per iscritto col segno -}-• E 
cosi, per indicare, ad es., che aggiungendo 5 a 12 si 
ottiene 17, si scrive (*) : 

12 -I- 5 = 17. 

L’espressione 12 + 6 rappresenta l’operazione che 
si deve fare con i numeri 12 e 5, e rappresenta anche 
la somma dì questi numeri mediante le parti. 

— 30. Alla somma di due numeri si può aggitmgere 
un terzo numero, poi al risidtato un quarto, al nuovo 
risultato un quinto numero, e cosi via. Il risultato tinaie 
si dice somma di tutti i numeri dati. Si rappresenta l’o¬ 
perazione ed anche la somma, scrivendo gli addendi 

tr6bbe assumere come definizione della somma stessa j ma co- 
tale definizione avrebbe il diletto di non potersi generalizzare, 
dimodoché si dovrebbe mutare nel seguito. 

(*) Un insieme di simboli aritmetici (numeri e segui di 
operazioni) si dico espressione aritmetica. Il risultato delle 
operazioni (calcoli) indicate nell’espressione si dice il va¬ 
lore dell' espressione. 

Il segno =, seguo di' eguaglianza, si legge: uguale. Si 
adopera cotal segno, quando si vuole indicare per iscritto che 
due espressioni aritmetiche hanno il medesimo valore. 

L’affermazione, scritta, che due espressioni aritmetiche 
hanno medesimo valore, si chiama eguaglianza. L’espressione, 
che è a sinistra del segno d’eguaglianza, si dice il primo 
membro, e l’altra il secondo membro dell’eguaglianza. 
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saccessivamente nell’ ordine in cui sono dati, interpo¬ 
nendo fra ciascuna coppia di due addendi successivi il 
segno d’addizione. Cosi, ad es., scrivendo 
12 + 100 -f 7 -f 41 -f 2, 
si indica che alla somma di 12 e 100 si deve aggiun¬ 
gere 7, che alla nuova somma si deve aggiungere 
41, ecc. 

Scrivendo, ad es., : 

12 + ( 17 + 6 ), 

si indica che bisogna aggiungere 6 a 17, ed aggiungere 
poi il risultato a 12. 

31. Dalle precedenti definizioni sull’addizione 
viene questa conseguenza che : 

Qualsivoglia numevo è la somma del numero prece¬ 
dente e di uno, ed anche che un numeiv è la somma di 
tante unità quante esso ne esprime. 


Proprietà dell’ addizione. 

32. Teor. La somma di più numeri non cambia, 
.se si cambia V ordine in cui i numeri vengono som¬ 
mati. {*). 

Dim. Siano, ad es., i numeri : 

30, 14, 21, 3, 10, 

e questi si debbano sommare nell’ordine in cui sono 
dati. Proveremo che, scambiandone di posto due con¬ 
secutivi qualunque, ad es. scambiando tra loro i due 
21 e 3, la somma non muta; che si trova dunque lo 
stesso risultato, sommando i numeri nell’ordine se¬ 
guente: 30, 14, 3, 21,. 10. 

(*) In altre parole: una somma i indipendente dall’or¬ 
dine in cui si seguono gli addendi. 
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Imaginiamo di aver cinque collezioni di oggetti, 
rispettivamente composte di: 

30, 14, 21, 3 e 10 

oggetti, e di accoppiare ordinatamente gli oggetti ai 
numeri della serie numerale scritta. I numeri, corrispon¬ 
denti, rispettivamente all’ ultimo oggetto della seconda, 
della terza collezione..., sono quelli che si otterreb¬ 
bero facendo le addizioni indicate nell’espressione: 

30 4- 14 + 21 -I- 3 -f 10. 

Ora, scambiando replicatamente di posto, a due a 
due, gli oggetti della terza e della q\iarta collezione, 
noi possiamo ottenere che gli oggetti della terza ven¬ 
gano in seguito a quelli della quarta. Dopo di ciò i 
numeri corrispondenti all’ ultimo oggetto delle singole 
collezioni sono quelli che si incontrerebbero facendo le 
addizioni indicate nell’ espressione : 

30 + 14 -f 3 4- 21 + 10. 

Ma i due risultati finali sono eguali, perchè o l’ultimo 
oggetto non è stato mutato di posto od altrimenti non 
è mutato il posto occupato dall’ultimo oggetto. 

Provato cosi che si possono scambiare due addendi 
consecutivi, possiamo conchiudere di aver provato che 
si possono prendere gli addendi in un ordine qualunque 
senza che resti alterata la somma, dacché, dati quanti si 
vogliano oggetti in un ordine qualunque, con lo scambio 
replicato e conveniente di due oggetti consecutivi, si 
può ottenere che gli oggetti dall’ ordine dato vengano 
aui esser disposti in un ordine prestabilito qualunque. (*). 

(Più semplicemente si potrebbe giustificare la pro¬ 
posizione fondandosi su questo che nel contare degli 
oggetti è indififerente 1’ ordine in cui vengono presi 
successivamente, uno dopo l’altro). 

(*) Volendo giustificare questa proposizione generale, 
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aa. c:or. 1*. In una somma alcuni addendi si jm- 
sono surrogare con la loro somma effettuata. 

uim. Ad es., siano da sommare i numeri: ' 

48, 35, 6, IO, 39, 12. 

Dico che alcuni addendi, ad es. i tre 36, 10 e 39, 
si possono surrogare con la loro somma. 

Infatti, poiché nel fare le addizioni successive i 
numeri dati si possono prendere in un ordine qualun¬ 
que [32], possiamo cominciare a sommare insieme i 
numeri 35, 10 e 39; resta poi a far la somma del ri¬ 
sultato e degli altri addendi, presi in \in ordine qua¬ 
lunque. 

ai. Cor. a". Invece di aggiungere successivamente (*) 
dei numeri, si può aggiungale la loro somma. 

Uim. Infatti, poiché in una somma alquanti ad¬ 
dendi si possono surrogare con la loro somma, in¬ 
vece di effettuare, ad es., le addizioni indicate nel¬ 
l’espressione: 

100 12 -i- 7 -f 49 3, 

si può operare come indica l’espressione : 

100 -f (12 -f 7 -)- 49 -f- 3). 

estranea all’Aritmetica, sapponiamo di voler disporre nell’or¬ 
dine, in cui si seguono nell’alfabeto, le seguenti lettere: 
d. e, c, a, f, b, 

e questo unicamente con iscambi di due lettere contigue. 

Perciò si comincerà a scambiare successivamente la let¬ 
tera a con la contigua a sinistra, finché essa sia arrivata nel 
primo posto. Poi, senza che occorra muover più la lettera a, si 
potrà similmente far andare la lettera b nel secondo posto. Ecc. 

(*) Con la parola successivamente si allude ad operazioni r 
in ciascuna delle quali ( che non sia la prima ) entra il risultato 
dell' operazione precedente. Per brevità ( indispensabile negli 
enunciati dei teoremi) i risultati delle singole operazioni non 
sono accennati nell’ enunciato della proposizione. Si possono 
ritenere indicati abbastanza dalla parola successivamente. 
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35. Cor. 3°. Dovendo aggiungere una somma, si 
può invece aggiungere W singole parti successivamente. 

Questa proposizione non è che la precedente enun¬ 
ciata in altro modo. 

36. Cor. 4®. Doveìido sommare insienus più somme, 
si far V addizione di tutte lo parti delle somme 
date. [35]. 

31. Cor. 5®. Aggiungendo un numero ad una 
parte di una somma, la somma viene aumentata di quel 
numero. 

Addizione di due numeri di una sola cifra. 

38. La somma di due o più numeri si trova in 
pratica in modo più spedito che non contando [28] i 
numeri della serie numerale. Ed è codesto artifizio nu¬ 
merico spicciativo che comunemente vien designato 
dalla parola addizione. 

Questo che abbiamo detto non può applicarsi al 
caso che si debbano sommare due numeri di una sola 
cifra, cioè due numeri ambidue minori di iO. 

Dovendosi, ad es., trovar la somma di 4 e 9, e 
non avendo la serie numerale scritta, si contano tanti 
oggetti (*) qualisivogliano, quanti ne indica un ad¬ 
dendo. Se gli addendi non sono eguali, gioverà pren¬ 
dere il minore. [32]. Poi si contano gli oggetti, co¬ 
minciando dal numero che segue l’altro addendo. (**). 

Ma tutti i casi che si possono presentare sono re¬ 
gistrati nella tavola per 1’ addizione, che ognuno sin 

(*) Bastano in ogni caso e si hanno sempre pronte le 
dita delle mani. 

(**) Come si potrebbe trovare la somma di due numeri 
minori di 10, senza ricorrere a nessun oggetto sensibile? 







— 23 — 

dai primi anni apprende facilmente a memoria; ep- 
però, trattandosi, ad es., dell'addizione 5+8, sap¬ 
piamo dire sull’ istante che il totale è 13. / 

Addizione di un numero di una cifra 
e di un numero qualunque. . 

39. Supponiamo che si debba far l’addizione 
497 + 6. 

Abbiamo già osservato [23] che i numeri si pos¬ 
sono pensare come collezioni di oggetti, di imità 
astratte, tutte uguali tra loro. Possiamo pensare che 
codeste unità componenti un numero siano raccolte 
in gruppi dei vari ordini, come indicano lo cifre del 
numero. Allora la somma che dobbiamo trovare è il 
numero che contiene tutte le unità che ci sono nei 
due numeri dati. Ponendo, idealmente, le 6 unità del 
secondo addendo con le unità semplici del primo, 
nel risultato abbiamo 7+6, cioè 13, unità semplici, 
le quali danno una decina e 3 unità. La decina, posta 
con le decine, le fa diventar IO, forma dunque un 
centinaio da mettere insieme con le 4 centinaia. Con¬ 
chiudiamo in tal modo essere; 

497 + 6 = 503. 

Nello stesso modo si possono giustificare le addizioni: 
60896 + 4 = 50900, 

9999 + 1 = 10000. 

Facciasi anche l’addizione : 

27 + 2 + 8 + 6 + 6. 

Si dirà: 27 e 2, 29; 29 e 8, 37; 37 e 6, 42; 
42 e 6, 48. Con l’esercizio si perviene a saper dire 
francamente le somme successive che si van forman- 
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do, senza pronunziare, sia pur sottovoce, ì numeri da 
aggiungere. Operando in questo modo si corre minor 
pericolo di imbrogliarsi nel conteggio. Nel caso consi¬ 
derato si direbbe soltanto : 27, 29, 37, 42, 48. 

I Addizione di più numeri qualunque. 

40. Sia, per es., da far l’addizione : 

9807 + 12419 -f 850. 

Scriviamo intanto gli addendi, uno sotto l’altro, in 
modo che le cifre, rappresentanti unità di uno stesso 
ordine, cadano in una stessa colonna. Sotto si tiri una 
linea; sotto della linea scriveremo la somma. 

Qui di nuovo ci giova riguardare i 
9 8 0 7 numeri come collezioni di unità, tutte 

12 4 19 uguali fra loro, 'raccolte in gruppi di 

8 5 0 vari ordini come indicano le cifre. .Sap- 

2 3 0 7 6 piamo che la somma ricercata esprime 

quante unità contiene la collezione com¬ 
posta con tutte le unità che compongono gli addendi. 
Imaginando di far una collezione sola, si capisce che 
giova mettere insieme e a parte dalle altre le unità 
di ciascun ordine, perchè poi contandole si ottiene il 
numero cercato. Può accadere per altro che. nella 
collezione totale si trovino di qualche ordine più di 
9 unità; in questo caso bisogna trarne unità dell’or¬ 
dine prossimo superiore da mettere insieme con le 
unità di questo ordine. 

Dopo queste premesse, veniamo ai nostri nume¬ 
ri, e cominciamo dalle unità di primo ordine, proce¬ 
dendo dal basso all’alto. Il primo addendo non ne 
contiene, il secondo ne contiene 9, il terzo 7. In tutto 
ne abbiamo adunque 16; abbiamo cioè 6 unità di 
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primo ordine, che noteremo sotto, nel posto della 
somma, più 1 decina da trasportare insieme con le 
decine. Eco. Dall’ esempio considerato possiamo con¬ 
chiudere la: 

41. Resola. Per sommare più numeti, si scri- 
rono questi numeri, uno sotto l’altro, in modo che le 
cifre rappresentanti unità di uno stesso ordine siano hi 
colonna. Poi si sommano le cifre della ptima colonna 
alla destra, e la somma, se non supeia 9, si scrive sotto in 
colonna con le cifre che la hanno data; se invece 7'isulta 
una somma maggiore di 9, se ne scrive la cifra delle 
unità, e si ritiene a memoria il numeìo delle decine [25] 
jìer sommarlo con le cifre della seconda colonna. Sulle 
cifre della seconda colonna si ojjera come con quelle, della 
jrrima, e si continua nello stesso modo (ino ad aver ojimato 
con le cifre dell’ ultima colonna ; V idtima somma si scrive 
tutta intei a a sinistra delle cifre già calcolate. (*). 

18. Oss. Nel caso che le somme delle cifre di cia¬ 
scuna delle colonne, di cui iiarla la regola per l’addi¬ 
zione, fosse minore di 10, non è più necessario proce¬ 
dere ordinatamente da destra a sinistra, ma si possono 
considerare le colonne in un ordine qualunque. 

Notiamo anche questo che la regola per l’addi¬ 
zione non fa cenno particolare delle cifre zero che ci 
fossero negli addendi, e questo perchè la cifra zero 
indicando nessuna unità, sommata [27] con qualunque 
numero, dà il numero stesso. 

13. In base alla regola per l’addizione im numero 

(*) Per giastificare la regola per l’addizione, avremmo po¬ 
tato tirare ia campo le proprietà di questa operazione. Ma 
quando le ragioni da addurre sono semplicissime, il citarle dal 
luogo dove si sono considerate non produce brevità; si può 
forse dire che risulta meno chiaro ciò che è chiarissimo. 
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si può scomporre in parti, ciascuna delle quali con¬ 
tenga le unità di uno stesso ordine. Abbiamo, ad es., : 
16709 = 10000 4- 5000 -f 700 -f- 9. 

Prova dell'addizione. 

Si chiama irrova di una operazione una se¬ 
conda operazione, possibilmente alquanto diversa dalla 
prima (*), senza essere più laboriosa, e che vale ad ac¬ 
certare 1’ esattezza dell’operazione stessa. 

Per conto dell’ addizione, la prova si fa sommando 
i numeri stessi, procedendo dall’alto al basso del fo¬ 
glio, se la prima volta si è sommato, come di consueto, 
dal basso all’ alto. Si può anche separare gli addendi 
in gruppi, calcolare per ciascun gruppo la somma dei 
numeri che lo compongono, e sommare infine le somme 
parziali. ( Conviene operare in questo secondo modo 
nel caso che gli addendi siano tutti eguali tra loro), 
n risultato della prova deve [32, 36] essere lo stesso 
che quello della prima operazione. 

.»5. Quando il risultato d’una operazione e quello 
della prova sono eguali, è probabile che l’operazione 
sia stata fatta bene; ma non è certo, perchè può darsi 
che in tutti e due i risultati ci sia un medesimo errore. 

Quando i risultati sono differenti, è certo che una 
delle due operazioni è sbagliata, e bisogna rifare il cal¬ 
colo con maggiore attenzione. 

(*) Ripetendo una operazione, se si è commesso un errore 
la prima volta, non è improbabile ricadérvi. Nel conteggio gU 
errori sono piuttosto frequenti ; e ciò dipende da questo che 
tutti i numeri sono composti con poche parole. Quindi l’oppor¬ 
tunità di controllare le operazioni. 






CAPITOLO III 


SOTTRAZIONE 


Definizioni. 

« 

46. Dati due numeri disuguali qualunque, vi è 
sempre un terzo numero, il quale, aggiunto al minore, 
dà per risultato il maggiore. Infatti, basta contare 
nella serie numerale i numeri che seguono il minore 
dei numeri dati fino ad arrivare al maggiore, per otte¬ 
nere il numero che ha la proprietà accennata. [28J. 

47. Def. Dati due numeri disuguali, si dice diffe¬ 
renza tra il maggiore dei numeri ed il minore quel [46] 
numero che, sommato col minore, dà per risultato il 
maggiore. 

48. L’operazione aritmetica, mediante la quale si 
trova la differenza tra due numeri, si dice sottrazione 
( del numero minore dal maggiore ). Il maggiore si 
chiama minuendo, il minore sottraendo’, la differenza si 
chiama anche resto della sottrazione. 

La sottrazione si indica col segno — ; e appunto 
scrivendo prima il minuendo, poi il segno della sot¬ 
trazione e infine il sottraendo. Perciò, ad es., la scrit¬ 
tura : 18 — 7 indica che si deve sottrarre 7 da 18 ; vi 
si vede rappresentata anche la differenza non ancora 
calcolata. 

49. Per definizione ha dunque luogo la seguente 
relazione : 

La somma del sottraendo e del resto di una sottrazione 
è uguale al minuendo. 
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50 . Il problema : data la somma di due numeri cd 
uno di essi, trovare quell’ altro, si risolve mediante una 
sottrazione. La somma è il minuendo ; l’addendo dato 
è il sottraendo ; il resto è 1’ addendo domandato. 

51 . Poiché dati due numeri qualunque, esiste 
senppre [46] un terzo numero che, aggiunto al minore, 
dà per risultato il maggiore, si può dire che : 

6». Wer. La sottrazione è 1’ operazione aritmetica 
mediante la quale, data la somma di dm numeì'i ed imo 
di essi, si trova quelV altro, anche quando i due numeri 
siano stati presi a capriccio, nel qual caso non si po¬ 
trebbe riguardare il maggiore come il risultato di una 
addizione. 

53 . Abbiamo visto che la differenza di due numeri 
si potrebbe trovare nella serie numerale contando i nu¬ 
meri ohe seguono il sottraendo fino al minuendo. Ma si 
potrebbe trovare la differenza anche contando a ritroso, 
partendo dal minuendo, tanti numeri quanti ne indica 

11 sottraendo. H numero che precede l’ultimo contato è 
la differenza. E infatti dal modo con cui fu trovata ri¬ 
sulta appunto [28] che, aumentata dal sottraendo, essa 
dà il minuendo. 

51 . Dall’ultimo modo, in cui si può trovare una 
differenza, la sottrazione apparisce come operazione' 
inversa dell’ addizione. Ed invero, se ad un numero, 
ad es. a 30, si dove aggiungere 12, si devono contare 

12 numeri in un senso ; dovendo invece sottrarre 12, si 
contano 12 numeri nel senso opposto. 

Che l’addizione e la sottrazione siano operazioni 
inverse risulta chiaro anche da questo che se, preso un 
numero qualunque, gli si aggiunge, ad es., 35 e poi si 
sottrae 35 dal risultato, si toma ad avere il numero 
primitivo. 
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Altrettanto ha luogo se prima si sottrae e poi si 
aggiunge uno stesso numero. 

Applicazioni della sottrazione. 

5.>. In pratica si deve ricorrere alla sottrazione 
quando si voglia sapere quanti oggetti rimangono di 
una collezione se ne vengano tolti in numero dato. 
Poiché il numero degli oggetti che si tolgono e quello 
degli oggetti che rimangono sommati insieme produ¬ 
cono il numero degli oggetti della collezione data, 
basterà tare una sottrazione [52j ; il minuendo è il nu¬ 
mero totale dogli oggetti ; il sottraendo è il numero 
degli oggetti che si tolgono ; il resto è il numero degli 
oggetti che rimangono. 

Da codesta applicazione della sottrazione appa¬ 
risce l'origine del nome della operazione e delle deno¬ 
minazioni dei tre numeri che si considerano in essa. 

Un problema, che facilmente si riconduce al pre¬ 
cedente e che quindi pur si risolvo con una sottra¬ 
zione, è questo di trovare, date numeì'icanumte due 
collezioni di oggetti, quanti oggetti una collezione 
contenga più dell’altra. 

5S. Non è assurdo il pensare che le due colle¬ 
zioni di cui si è parlato nel precedente paragrafo siano 
eguali. Giova quindi estendere il concetto di sottra¬ 
zione al caso di numeri eguali. In questo caso il resto 
è sempre lo zero. 

Proprietà della sottrazione. 

57. Teor. Doveìido sottrarre urm somma, si può in¬ 
vece sottrarre successivamente le singole parti. 

Dlni. Sia l’espressione: 

100 — ( 13 -r 7 + 41 -f 3 ) 
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nella quale è indicato di fare un’ addizione e di sottrar 
poi il risultato da 100. Si vuol provare che si può in¬ 
vece operare nel modo seguente; sottrarre 13 da 100, 
poi sottrarre 7 dal resto, poi sottrarre 41 dal nuovo re¬ 
sto, e infine sottrarre 3 dall’ ultimo resto, 

^ Imaginando di voler trovare il numero domandato 
contando a ritroso nella serie numerale f63j, bisogne¬ 
rebbe fare l’addizione indicata tra parentesi e poi con¬ 
tare a ritroso tanti numeri, quanti ne indica la somma, 
partendo da 100. Ora, per contare quanti numeri fa ^ 
mestieri, non è necessario conoscere la somma, ma ba¬ 
sta contarne prima 13, poi 7 in seguito, quindi 41 e 
infine 3. Queste operazioni successive corrispondono 
appunto allo sottrazioni sopra indicate. 

Cosi si è dimostrato 1’ eguaglianza : 

100 — (13-|-7-i-41-t-3) — 100—13 —7—41— 3. 

58 . Scambiando di posto i due membri della pre¬ 
cedente uguaglianza, si trova poi che essa esprime il : 

Teor. Dovendo sottrarre successivamente dei nu¬ 
meri, si può invece sottrarre la loro somma {dal primo 
minuendo). 

59. Teor. Aumentando o diminuendo di uno stesso • ^ 
numero i termini di una sottrazione, la differenza non 
muta. 

Uim. Consideriamo, ad es., la sottrazione: 

12 — 6 , 

ed im numero qualunque, ad es. 3. Proveremo che 
sono eguali le difTerenze : 

12 — 6 , 

(12 + 3) - (5 -f 3), 

(12 — 3) — (5 — 3). 
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A tal fine si scrivano allineate 12 unità o sotto in 
corrispondenza alle ultime 5 si scrivano 5 unità. 

111111111111 

11111 

Ora, supposto che il minuendo ed il. sottraendo 
della sottrazione (12 — 5) siano le collezioni d’unità 
scritte nelle due linee, è chiaro che per* conoscere il 
resto della sottrazione, basta contare quelle unità del 
minuendo che non hanno corrispondenti unità del 
sottraendo. Ed è pur manifesto che, scrivendo in se¬ 
guito alle due serie di unità uno stesso numero d’u- 
nità, o sopprimendo alla destra delle due collezioni 
uno stesso numero di unità, si vengono ad aumen¬ 
tare 0 diminuire di uno stesso numero il minuendo 
ed il sottraendo, senza che resti cambiata la diffe¬ 
renza. li) 

Sottrazione nel caso che sottraendo e resto 
siano di una cifra. 

60 . La differenza di due numeri in pratica si 
trova in modo più spedito che non contando, come 
suggerisce la definizione, termini della serie numera¬ 
le. £ comunemente per sottrazione s’intende codesto 
artifizio numerico speditivo. 

n caso più semplice deUa sottrazione è quello in 
cui sottraendo e resto sono ambidue nainori di 10. (Si 
conchiude che il resto è minore di 10, quando, ag¬ 
giungendo 10 al sottraendo, risulta un numero mag¬ 
giore del minuendo ). 

In tal caso il resto si trova senza difficoltà, perchè, 
sapendo aggiungere a memoria al sottraendo tutti i nu- 

( 1 j Ti-t ^<0, 

/»*vvr>v%\/€->»vou> c Boi. r tvii . 
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meri minori di IO, si scopre subito quale di questi, ag¬ 
giunto al sottraendo, dà il .minuendo. 

Cosi, dovendo, ad es., eseguire la sottrazione 
14 — 8, si riconosce anzitutto che il resto è minore 
di 10, perchè la somma 8 10 è maggiore del mi- 

nqendo 14; e si conchiude che il resto è 6, trovando 
mentalmente che è 8 -{- 6 ■= 14. 

Sottrazione con due numeri qualunque. 

61 . Proponiamoci, ad es., di sottrarre 38078 da 
249053. 

Scriviamo anzitutto i duo nume- 2 4 9 0 5 3 

ri, il sottraendo sotto del minuendo, in 3 8 0 7 8 
modo che le cifre che rappresentano 2 1 0 9 7 5 
unità dello stesso ordine cadano in co¬ 
lonna. Tiriamo sotto una linea; sotto di questa scri¬ 
veremo il resto. 

Poiché il resto, sommato col sottraendo, deve 
produrre il minuendo, cerchiamo di scrivere, nel po- * 
sto del residuo, un numero col quale codesta addi¬ 
zione riesca esattamente. In questo caso dobbiamo 
imaginare di far l'addizione dall’ alto al basso. L ad¬ 
dendo, che si conosce, ha 8 per cifra delle unità ; ma¬ 
nifestamente nel resto ci deve essere una cifra, che 
con 8 faccia 13 (non può essere che faccia 3); code¬ 
sta cifra è 5, che si scrive. Ora, quando si somma, si 
dico : 8 e 5 fanno 13, scrivo 3 e porto 1 ; questa unità 
si deve aggiungere a 7, che è la susseguente cifra del 
sottraendo. A tal punto bisogna determinare la se¬ 
conda cifra del resto; manifestamente, sommata con 8, 
non può dare 5 ; ma deve dare 15. Essa è 7, che si scrivo. 
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Ormai l’artifizio della sottrazione si può dire spiegato ; 
compiendo l’operazione, si conchiude in fine la : 

«a. nerola. Per trovare la differema di due nu¬ 
meri, si scrive il minore sotto dei maggiore, in modo che 
le cifre dello stesso ordine cadano in colonna. Poi, co¬ 
minciando da destra, si soth'ae [60j ciascuna cifra del 
sottraendo dalla coirLspondente del mimiendo, e si scrive 
ciascun resto parziale sotto, in colonna con le cifre ado¬ 
perate. Quando una di queste sottrazioni qxirziali non si 
può fare, per renderli jxmibile si aggiunge nuntalmente 

10 alla cifra del minuendo; ma in tal caso si deve au¬ 
mentare di 1 la cifra successiva del sottraendo. 

6S. Il processo della sottrazione si può giustifi¬ 
care in un altro modo, fondandosi sulla proprietà della 
sottrazione [59] che, aumentando di uno stesso numero 

11 minuendo od il sottraendo, il resto non muta. 

Proponiamoci di nuovo la precedente sottrazione; 
questa volta riguarderemo il minuendo come una col¬ 
lezione d’unità raggruppate come indicano le cifre, 
ed il sottraendo come il numero che in¬ 
dica quante unità si devono togliere dalla 2 4 9 0 6 3 
predetta collezione. 3 8 0 7 8 

Cominciando da destra, vediamo in- 2 10 9 7 6 
tanto di dover sottrarre 8 imità sem¬ 
plici; di cosi fatte nel minuendo ce ne sono 3 soltan¬ 
to. Affine di poter effettuare la sottrazione, imagi- 
niamo di aggiungere al minuendo, e nel posto delle 
unità di primo ordine, 10 unità; altrettante, ossia 
una decina, aggiungasi, mentalmente, al sottraendo. 
Con ciò i termini della sottrazione vengono alterati ; 
ma la differenza, che cerchiamo, limane immutata. [59]. 
Ora da 13 unità, tirandone via 8, ne restano 6 ; que¬ 
sta cifra si deve scrivere nel resto. 


3 
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Passando alle decine, troviamo di doverne sot¬ 
trarre 8 (si dice 8, perchè oe ora si è aggiunto una de¬ 
cina al sottraendo). Qui da capo, affine di poter sot¬ 
trarre, aggiungeremo 10 decine al minuendo, e poi [59J 
altrettante, ossia un centinaio, al sottraendo. Ecc. 

I 

Prova della sottrazione. 

•4. Poiché scopo di una sottrazione è di trovare 
quel numero che, sommato col sottraendo, dà il mi¬ 
nuendo, per riconoscere se il resto di una sottrazione 
è esatto, si sommerà il resto col sottraendo; dovrà 
risultare il minuendo. 

La prova di ima sottrazione si potrebbe anche 
fare sottraendo il resto dal minuendo,; deve risultare il 
sottraendo dato. 








CAPITOLO IV 


MOLTIPLICAZIONE 


Definizioni. 

65. Der. Si dice prodotto di due numeri la somma 
di tanti numeri eguali al primo, quanti ne indica il 
secotido. (*). 

Il primo dei due numeri si dice ììwltiplicando, il 
secondo moltiplicatore. Moltiplicando e moltiplicatore 
collettivamente si dicono i fattori del prodotto. 

66. L’operazione aritmetica mediante la quale 
si trova il prodotto di due numeri si dice moltiplica¬ 
zione (del moltiplicando per il moltiplicatore). 

Si indica una moltiplicazione scrivendo prima il 
moltiplicando, poi un punto, e infine il moltiplicatore. 
Così, ad es., la scrittura 16 • 7 (che si legge: 15 mol¬ 
tiplicato per 7, od anche più semplicemente 16 per 7 ) 
rappresenta il prodotto dei numeri 15 e 7, cioè la 
somma di 7 numeri eguali a 16. 

67. Oss. Poiché il moltiplicatore indica quanti 
sono gli addendi d’una addizione, esso dovrebbe es¬ 
sere uguale almeno a 2. Ma si è trovato opportuno 
( come vedremo ) di ammettere tra i valori che può 
avere il moltiplicatore Vanità ed anche lo zero. La 
definizione di prodotto non si adatta a questi casi; 

(*) Riguardando il secondo numero come somma di unità, 
il prodotto di due numeri si può definire dicendo che esso è 
quel numero il quale è formato col primo nel modo stesso che 
il secondo è formato con l’unità. 
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per essi adunque ne occorre una a posta, ed è la se¬ 
guente : , 

68. Def. Un prodotto, quando il moltiplicatore è 
aguale ad uno, è tujuale al moltiplicatoì'e ; quando il 
moltiplicatore è uguale a zero, anche il pr odotto è uguale 
a zpro. 

so. Oa«. Un prodotto, se il móltiplicando è V unità, 
è uguale al moltiplicatore; se il moltiplicando è zero, è 
zero anche il prodotto. 

Infatti, ad es., 1 • 7, significando [66] la somma 
di 7 numeri eguali ad 1, è uguale a 7. E il prodotto 
0 • 7, poiché è la somma di addendi eguali a zero, è 
uguale a zeì o. 

Proprietà della moltiplicazione. 

ttl. Teor. Un prodotto non cambia, se si cambia 
V ordine dei fattori, (t) 

Dim. Prendiamo due numeri qualunque, ad es. 
i numeri 7 e 4. Proveremo che è : 

7-4 = 4-7. 


A tal fine si scrivano una sotto 1’ altra quattro 
righe ciascuna di 7 vinità, e poi si imagini di voler 
conoscere la somma di tutte co- 
deste unità. 

È manifesto che, essendo 4 
le righe e contenendo ciascuna 
7 unità, basta sommare 4 nu¬ 
meri eguali a 7, cioè moltiplicare 7 per 4. 

Ma si poteva anche dire che, poiché le colonne 
sono 7 e ciascuna colonna contiene 4 unità, basta som¬ 
mare 7 numeri eguali a 4, cioè moltiplicare 4 per 7. 

“ llYi.ni . rv<wic • f' 
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Egli è dunque : 

7 . 4 = 4 . 7 c. d. d. 

IfS. Ohs. La precedente dimostrazione non si 
adatta al caso che uno o l’altro dei fattori sia l’unità, 
oppure lo zero; ma il teorema sussiste tuttavia. In¬ 
fatti abbiamo [68, 69j, ad es., : 

7-1 = 1-7, 

7 0 = 0.7. 


73. Teor. Dovetido moltiplicare una somma per un 
numero, si può invece moltiplicare i singoli addendi per 
quel numero e sommare i prodotti. (i) 

l>im. Sia, ad es., da moltiplicai'e la somma : 

(14 + 7 + 10 + 602) per 3. 
Indicheremo questa moltiplicazione scrivendo : 

(14 + 7 -i- 10 602)3, 


dove per semplicità di scrittura, è omesso il segno 
di moltiplicazione. Secondo quanto sta scritto si do¬ 
vrebbe far prima l’addizione indicata tra parentesi, 
e moltiplicar poi il risultato per 3. Proveremo che 
il medesimo risultato finale si può ottenere operando 
in un altro modo, e appunto moltiplicando i singoli 
addendi per 3 e sommando poi i prodotti. 

A tal fino, scritti in una riga i numeri che com¬ 
pongono il moltiplicando, si ripeta la riga cosi da 
averne tante quante ne indica il 
moltiplicatore ; supponiamo poi di 
voler trovare la somma di tutti i 
numeri della tabella. È manifesto 
che questa somma si può trova¬ 
re, o sommando prima i numeri di una riga e moltipli¬ 
cando il risultato per 3, oppure moltiplicando per 3 

<3 L.45 4 *25.4+ ^3 


14 

14 

14 


10 602 
10 602 
14 602 


A - (lit 13 


)> 
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i singoli numeri di una stessa riga e sommando poi i 
prodotti. Egli è pertanto : . 

( 14 + 7 + 10 -f 602) 3 = 14.8 + 7.34-10.3-f602.3, 

come dovevamo dimostrare. 

74. T«or. Dovetido moltiplicare un numero per una 
somiha, si può moltiplicare quel numero per i singoli ad- 
ìiendi della somma, e sommare i prodotti. (') 

Dlm. Sia proposta, ad es., la moltiplicazione : 

13 (4 + 7 + 16). 

Proveremo che, invece di far l’addizione e poi molti¬ 
plicare 13 per il risultato, si può moltiplicare 13 se¬ 
paratamente per le singole parti del moltiplicatore 
e sommare poi i prodotti. 

Infatti, poiché il prodotto è la pomma di tanti 
numeri eguali a 13 quante sono le unità del moltipli¬ 
catore, potremo fare le somme parziali di 4, di 7, di 
16 numeri eguali a 13, e riunirle poi in una somma 
sola. E poiché le somme parziali accennate non sono 
altro che i prodotti di 13 per i numeri 4, 7 e 16, con¬ 
chiudiamo essere ; 

13 (4 -I- 7 16) = 13.4 + 13 • 7 13 . 16, 

come dovevamo dimostrare. 

75. Teor. Dovendo moltiplicare una somma per 
una somma, si può invece moltiplicare i singoli ter¬ 
mini del moltiplicando per i singoli teìmini del mol- 
tiplicatore, e seminare da ultimo tutti i prodotti par¬ 
ziali. 

Dlm. Sia proposto, ad es., di eseguire le opera¬ 
zioni indicate nell’ espressione : 

(9 -f- 14) (7 -f 6). 

Si dovr ebbero eseguire le due addizioni, e moltipli- 
= + »•. •«' + *• • 

<k + 

+ + da ^ 

O. — Oklr.J.O\C-+ p oU 







— se¬ 
care poi la prima somma per la seconda. Ora noi sap¬ 
piamo [74] che, dovendo moltiplicare un numero per 
una somma, si può invece moltiplicare quel numero 
per i singoli addendi, e sommare i risultati. Pertanto 
egli è: 

(9 -r 14) (7 -f 6) —- (9 -}- 14) 7 -f (9 14) 6. 

Sappiamo [73] poi che, dovendo moltiplicafe una som¬ 
ma per un numero, si può ottenere lo stesso prodotto 
anche moltiplicando i singoli addendi per'quel numero 
e sommando poscia i risultati. Quindi è anche [36] : 

(9 -f 14) (7 5) = 9 • 7 4- 14 • 7 -4- 9 .5 -1- 14 • 6, 

appunto come dovevasi dimostrare.flj 

Moltiplicazione nel caso che i fattori siano ambidue 
di una sola cifra." 

96. TI prodotto di due numeri si può trovare in 
modo più spedito che non mediante l’addizione che 
è suggerita dalla definizione. Comunemente è questo 
artificio aritmetico speditivo, che surroga un'addizione 
di numeri eguali, che s’intende designato dalla pa¬ 
rola moltiplicazione. 

Ma nel caso che i fattori siano ambidue minori 
di 10, per averne il prodotto, non c’è altro modo che 
operare come indica la definizione, sommare cioè tanti 
numeri eguali al moltiplicando, quanti ne indica il 
moltiplicatore. Cosi, ad es., sommando 5 numeri eguali 
ad 8, si trova essere 8 • 6 = 40. 

Per conteggiare speditamente è indispensabile sa¬ 
per trovare a memoria il prodotto di due numeri qua¬ 
lunque di una sola cifra. Perciò, considerando e regi¬ 
strando tutti i casi possibili, si è formata la tariola per 
ìa moltiplicazione. 
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La circostanza, che un prodotto non muta se si 
muta l’ordine dei fattori, riduce a minor numero i 
casi di moltiplicazione che si devono saper a monte, 
dacché, ad es., chi sa il prodotto di 8 por 6 , sa anche 
qual sia il prodotto di 5 per 8 . (Rimane tuttavia una 
certa difficoltà la quale si devo attribuire a questo che 
tutti i numeri sono formati con poche parole distinte, 
variamente combinate insieme). 

Moltiplicazione nel caso che uno dei fattori 
sia di una sola cifra. 

’J’y. Sia, ad es., da moltiplicare 40636 per 7. 

Sappiamo [65] che il prodotto richiesto è uguale 
alla somma di 7 numeri eguali a 40536. Scriviamo 
questi 7 numeri in colonna, come se volessimo calco¬ 
lare il prodotto mediante addizione; 
4 0 5 3 6 cosi scopriremo la regola della molti- 
4 0 6 3 6 I plicazione per questo caso. 

4 0 6 3 6 I Ed ora cominciando, conio biso- 

4 0636,7 gna [41], dalla colonna delle unità, 
40 6 3 61 troviamo di dover fare anzitutto la 

4 0 6 3 6 somma di 7 numeri eguali a 6 . Que- 

4 0 6 3 6 sta prima somma è adunque il pro- 

2837 6 2 dotto di 6 per 7, che sappiamo [76] 

fare a memoria. Di codesto prodotto, 
che è 42, bisogna scrivere [41] la cifra delle unità e 
portare 4. 

Passiamo alla seconda colonna. Riservandoci di 
aggiungere in fine il 4 di porto, possiamo dire di nuovo 
che si tratta di trovare la somma di 7 numeri eguali. 
Ne prendo uno, lo moltiplico per 7, ed ecco la somma 
21, trovata speditamente. Ora aggiungo il 4 di porto, 
ed ho 26. Scrivo 6 , e porto 2. 
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Non occorre continuare nella spiegazione, per¬ 
chè l’artificio è ormai chiarito. É poi facile avve¬ 
dersi come sia superfluo scrivere tutti 
i numeri eguali, che si dovrebbero som- '40546 
maro. In pratica se ne scrive uno sol- 7 

tanto ( il moltiplicando ) e sotto, op- 2 8 3 7 5 2 
pure a canto, si scrive, il numero degli * 
addendi, cioè il moltiplicatore. 

Da quanto precede risulta la: 

Keffola. Per tndtiplicare un numero di più cifre per 
un numero di una soia cifra, si mollificano successiva¬ 
mente le sitiffole cifre del moltiplicando per il moltiplica¬ 
tore, cominciando da destra. Coi singoli prodotti parziali 
si opera come con le somme parziali che si trovano suc¬ 
cessivamente quando si fa un’ addizione. 

Osa. Dovendo moltiplicare un numero di una 
cifra per uno di più cifre, si muterà l’ordine dei 
fattori. 

Moltiplicazione nel caso che uno dei fattori 
sla scritto con una cifra significativa seguita da zeri. 

78. Sia, ad es., da moltiplicare 4874 per 700. 

Supponendo di ricorrere all’addizione [65], ri¬ 
guardando come moltiplicatore il numero 4874, do¬ 
vremo scrivere in colonna 4874 numeri tutti eguali a 
700. Supponiamo che ciò sia stato fatto, e di intrapren¬ 
dere 1’ addizione. 

Le due prime colonne a destra sono composte di 
zeri ; perciò la cifra dello unità e quella delle decine 
della somma sono due zeri. Passando aUa terza co¬ 
lonna, troviamo di dover sommare 4874 numeri tutti 
eguali a 7. D risultato è [65] il prodotto di 7 per 
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4874, o di 4874 per 7. Codesta moltiplicazione sa- 
piamo già farla. Effettuandola, si ottiene 34118 ; e que¬ 
sto numero si deve [39] scri¬ 
vere a sinistra dei due zeri già 
scritti. 

Possiamo conchiudere la : 
Recroia. Per moltiplicare 
per un numero scritto con una 
cifra significativa seguita da 
zeri, basta moltiplicare il mol¬ 
tiplicando per la detta cifra, 
e scrivere a destra del risul¬ 
tato tutti gli zeri del mdtiplica- 
tore. 

79. La dimostrazione e la regola testé ricavata 
valgono naturalmente anche per il caso che la cifra 
significativa del moltiplicatore sia l’unità. L una e 
l’altra possono tuttavia essere semplificate. Suppo¬ 
niamo infatti che, essendo ancora 4874 il moltipli¬ 
cando, il moltiplicatore sia 100, in luogo di 700. La 
terza delle colonne (riportandoci alla precedente di¬ 
mostrazione) è allora composta di 4874 unità, la cui 
somma è nuli’altro che 4874. Per questo caso adun¬ 
que la regola generale si riduce alla seguente : 

Resola. Per moltiplicare per un nunwro scritto 
con l’unità e. zeri, basta scrivere a destra del moltipli¬ 
cando tutti gli zeri del moltiplicatore. 

SO. O!»». Questa regola è compresa nella prece¬ 
dente, la quale indica di moltiplicare il moltiplicando 
per la cifra significativa del moltiplicatore, perchè, 
quando questa cifra è l’unità, il prodotto è [68] il 
moltiplicando stesso. (Cosi troviamo giustificata 
l’estensione data al concetto di moltiplicazione, col 


7 00’ 
700 ; 
700 1 
700 


4874 


700 

700 


3411800 
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considerare anche il caso di moltiplicatore ugnale 
all’unità). 

Si. In base all'ultima regola è, ad es., : 

700 . 10 = 7000 

700-100 = 70000 
6 . 1000 = 6000 eco. 

Questi esempi ci porgono occasione di osserVare 
la seguente proprietà dei numeri : 

Trasportando una cifra di uno, di due, di tre ... . 
posti verso sinistra, si ottiene che la cifra rappresenti 
rispettivamente un numero 10 volte, 100 volte, 1000 
vdte, ... .il numero che rappresentava. 

Moltiplicazione con due numeri qualunque. 

858. Ad es., sia da moltiplicare 40636 per 2967. 

Sappiamo che il prodotto è uguale alla somma 
di 2967 numeri tutti eguali al moltiplicando. Questa 
somma si può ottenere facendo prima delle somme 
parziali; pe* il caso nostro ci giova imaginare di fame 
4, e per l’appimto, essendo: 

2967 = 2000 4-900 + 60 + 7, 
di fare una prima somma di 7 numeri eguali al mol¬ 
tiplicando, poi una di oO, poi una di 900, ed infine 
una di 2000 addendi. Codeste somme equivalgono ai 
prodotti : 

40636 • 7 
40636 • 60 
40636 • 900 
40636 • 2000, 







40636 
2967 
283762 
202680 
. 364824 
81072 
119864962 
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i quali si ottengono moltiplicando 40636 separata- 
mente per. le cifre 7, 6, 9 e 2 e scri¬ 
vendo poi a destra dei risultati il 
dovuto numero di zei'i. In pratica 
si ometto di scrivere questi zeri, e 
si dispongono per l’addizione i pro¬ 
dotti del moltiplicando per le sin¬ 
gole cifre del moltiplicatore, uno 
sotto l’altro, in modo che le cifre, 
che rappresentano unità di uno 
stesso ordine, cadano in una stessa colonna. Dalle 
considerazioni precedenti risulta la : 

Reirola. Per fare il prodotto di due numeri di più 
cifre, si scrive U moltiplicatore sotto del moltiplicando; poi 
si moltiplica, il moltiplicantlo separatamente pei- le singole 
cifre del moltiplicatore, e si sa'ivono i prodotti parziali, 
uno sotto Valtro, con le cifre in colonne e in modo che per 
ciascun prodotto la prima cifra a destra cada in colonna 
con quella cifra del moltiplicatore, che si adopeia a for¬ 
marlo. In fine si sommano i prodotti parziali così disposti; 
la somma è il prodotto cercato. 

83. Oss. Ripetendo la precedente dimostrazione, 
ma prendendo per moltiplicatore un numero conte¬ 
nente degli zeri tra le sue cifre, come ad es. il nu¬ 
mero 204006, si riconosce che nell’eseguire una mol¬ 
tiplicazione non si deve tenere alcun conto di quegli 
zeri che ci fossero nel moltiplicatore compresi tra 
altre cifre significative. 

Se poi ci fossero nel moltiplicatore anche degli 
zeri finali, si opererebbe da prima senza por mente 
ad essi; ma in ultima bisognerebbe scriverne altret¬ 
tanti alla destra del prodotto ottenuto. Cosi, ad es., 
dovendo moltiplicare un numero per 2074000, ba- 
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steri moltiplicare quel numero per 2074, e scrivere in 
fine tre zeri alla destra del prodotto. 

Ma nella regola generale per la moltiplicazione non 
occorre introdurre un cenno relativo agli zeri del mol¬ 
tiplicatore, che non siano zeri (inali, perchè, avendo sta¬ 
bilito [68J che il prodotto di un numero per zero sia 
eguale a zero, quando nel moltiplicare si voFesse tener 
conto degli zeri del moltiplicatore come d’ogni altra 
cifra, non si farebbe altro che scrivere nel corso del¬ 
l’operazione degli zeri, che non produrrebbero nessun 
effetto sul prodotto finale. 

81. Supponiamo di dover moltiplicare 8047000 
per 409. Cambiando l’ordine dei fattori, troviamo poi 
che basta moltiplicare 8047 per 409 e scrivere in ultima 
alla destra del prodotto i tre zeri finali del moltipli¬ 
cando. No seguo la : 

Resola. Nel caso che due numeri da moltiplicare tra 
loro contetigono degli zeri finali, si può presciìtdere da que¬ 
sti zeri e scriverli in fine tutti alla destra del prodotto. 

Prova della moltiplicazione. 

85. Per fare la prova di una moltiplicazione si 
moltiplica il moltiplicatore per il moltiplicando. Se ri¬ 
sulta lo stesso prodotto che la prima volta [71], è pio- 
hahile che entrambe le operazioni siano scevre da errore. 
( Il metodo di prova accennato suppone manifestamente 
che i fattori siano disuguali. Se sono eguali, non c è 
che ripetere la moltiplicazione). 

Prodotti di più fattori. 

8®. Der. Si dice prodotto di più nutneri dati quel 
numero che si ottiene moltiplicando il primo dei numeri 
per il secondo, poi il prodotto per il terzo, il nuovo prodotto 
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per U quarto e c<m di seguito fino ad aver moltiplwato per 
V ultimo. 

I numeri dati si dicono i fattori del prodotto, e si 
indica l’operazione scrivendo i fattori di seguito l’uno 
all’altro, interponendo un punto fra ciascuna coppia di 
fattori successivi. 

Così, ad es., la scrittura: 

24 . 7 . 60 ■ 12 


indica che si deve moltiplicare 24 per 7, poi il prodotto 
per 60 e il nuovo prodotto per 12. 

Anche per il prodotto di più di due fattori sus¬ 
siste il : 

89. Teor. Un prodotto non muta, se si muta V or¬ 
dine dei fattori. 

Dim. 1”. Cominceremo la dimostrazione provando 
che in im prodotto di tre fattori si possono scambiar di 
posto i due ultimi. (*) 

Preso, ad es., il prodotto : 


12 . 6 • 3, 


si formi la seguente tabella di numeri, tutti eguali al 

primo fattore. In ogni riga ci 

12 

12 

12 

12 

12 

sono tanti numeri quante sono 

12 

12 

12 

12 

12 

le unità del secondo fattore; 

12 

12 

12 

12 

12 

e le righe sono tante quanto 
sono le unità del terzo fattore. 


Ed ora, supponendo di dover trovare la somma di 
tutti i numeri della tabella, si vede che si può moltipli¬ 
care 12 per 6, perchè così si ottiene la somma di tutti 
i numeri di una riga, e moltiplicar poi il prodotto per 3, 
perchè 3 ed eguali sono le righe. 

Oppure si può moltiplicar 12 per 3, affine di otte¬ 
nere la somma dei numeri che sono in una colonna, e 
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moltiplicar poi il prodotto per 6, perchè 5 ed eguali 
sono le colonne. 

Conchiudiamo essere: 

12 • 5 • 3 = 12 ; 3 • 5. 

2®. Ed ora, preso un prodotto qualunque, ad es. il 
prodotto : 

6 . 7 . 100 • 11 . 40 • 9, 

proveremo che si possono scambiare tre loro due fattori 
consecutivi qualuncjue siano, ad es. i fattori Ile 40. 

Infatti, trovato il prodotto dei fattori 6, 7 e 100, 
che è 350, moltiplicando questo numero per 11 ed il 
prodotto per 40, oppure moltiplicandolo per 40 e poi 
il prodotto per 11, si ottengono risultati eguali, dac¬ 
ché in questo momento si tratta di im prodotto di tre 
fattori, e si è provato che in tal caso si possono scam¬ 
biar tra loro i due ultimi fattori senza che muti il 
prodotto. 

Per il caso che i fattori da scambiare fossero i due 
primi, il prodotto resterebbe immutato, perchè per un 
prodotto di due fattori si è già fatto vedere che i fattori 
si possono scambiare tra loro. 

3®. Provato che si possono scambiare duo fattori 
consecutivi senza che resti alterato il prodotto pos¬ 
siamo conchiudere che i fattori si possono prendere 
in un ordine qualunque, perchè mediante lo scambio 
replicato di due oggetti contigui si può ottenere che 
oggetti dati in un certo ordine finiscano ad essere di¬ 
sposti in un ordine prestabilito qualunque. 

Resta dunque provato che un prodotto è indipen¬ 
dente dall’ ordine dei fattori. 

88. Cor. 1®. In un prodotto di più fattori alquanti 
fattori si possono surrogare col loro prodotto eseguito. 
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l»lin. Sia, ad es., il prodotto: 

7 . 45 . 31 • 49 • 6 . 13 

e consideriamo alquanti fattori, ad es. i fattori 31, 49 
e 13. Proveremo che questi fattori si possono surrogare 
col Joro prodotto eseguito. 

Infatti, poiché nel fare un prodotto i fattori si pos¬ 
sono prendere in un ordine qualunque, possiamo imagi- 
nare di cominciare moltiplicando 31 per 49, e di molti¬ 
plicare poi il prodotto per 13. Fatto questo, rimangono 
da moltiplicare tra loro il prodotto ottenuto e gli altri 
fattori. Cosi troviamo surrogati i fattori 31, 49 e 13 
col loro prodotto eseguito. 

^9. Cor. Invece di moltiplicare successivamente 
per dei numeri, si imò moltiplicare per il prodotto di quei 
numeri. 

Uim. Sia, ad es., il prodotto : 

100 • 3 • 7 • 38. 

Poiché in un prodotto duo o piu fattori si possono sur¬ 
rogare col prodotto eseguito, abbiamo : 

100 • 3 • 7 . 38 = 100 (3 . 7 • 38), 
la quale eguaglianza dice che in luogo di moltiplicare 
successivamente per 3, 7 e 38, si può moltiplicare per 
il prodotto di questi numeri. 

90. Cor. 3“. Dovendo moltiplicare qier un jrrodotto, 
si può invece moltiiAicare successivamente per i fattori del 
prodotto. 

Uim. Scambiando di posto i due membri dell’ul¬ 
tima eguaglianza, otteniamo : 

100 ( 3 . 7 . 18) = 100 • 3 • 7 . 18, 
e questa eguaglianza esprime appunto la proposizione 
or ora enunciata. 
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91. Cor. 4®. Per ottenere il p-odotto di più prodotti, 
si può far un p'odotto solo con hitti i fattori del moltipli¬ 
cando e del moltiplicatore. 

UlBi. Siano da moltiplicaro tra loro i prodotti : 

5 . 80 • 9 e 4 . 13 • 7 • 2. 

Poiché, dovendo moltiplicare per un prodotto, si 
può [90] moltiplicare successivamente por i singoli iat- 
tori, abbiamo: 

(6 .80.9) (4 • 13.7 . 2) = (5 •80.9)4- 13 • 7 • 2. 

La parentesi del secondo membro si può togliere, 
perché per tal soppressione le operazioni non mutano 
punto. Egli è adunque: 

( 5 • 80 . 9) (4 • 13.7.2 ) = 5.80.9 . 4 • 13 • 7 . 2. 

Facilmente si estende la dimostrazione al caso di 
più di due prodotti. 

9». Cor. 5®. Moltiplicando un fattore di un prodotto 
pei' un numero, si moltiplica il prodotto pei' (ptel numero. 

Dina. Sia, ad es., il prodotto (71 • 4 • 16 • 100). 
Dovendo moltiplicarlo, ad es., per 20, si indicherà l’o¬ 
perazione scrivendo: 

71 . 4 • 16 . 100 • 20, 

Considerando ora uno qualunque dei fattori del 
prodotto dato, ad es. il fattore 4, e rammentando che 
in un prodotto ad alquanti fattori si può sostuire il 
loro prodotto eseguito [88], conchiudiamo essere : 

(71 • 4.16 • 100) 20 = 71 (4 • 20) 16 • 100; 
e questa eguaglianza esprime appunto il teorema ohe 
si doveva dimostrare. 

Potenze. 

93. Può darsi che i fattori di un prodotto siano 
tutti eguali tra loro. 


4 
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li prodotto di parecchi fattori, tutti eguali ad un 
numero, si dice potenza di quel numero. 

Uno dei fattori eguali si dice la ÌXLse della potenza ; 
e il numero dei fattori eguali si dice V esponente della 
potenza, od anche il grondo della potenza. 

«Per semplicità di scrittura si suol rappresentare 
una pMJtenza, cioè un prodotto di fattori eguali, scri¬ 
vendo uno soltanto dei fattori, e a destra, un poco 
elevato, l’esponente. Cosi, ad es., il simbolo 26’’^ rap¬ 
presenta la settima potenza di 26, ossia il prodotto di 
7 numeri eguali a 25. 

La seconda potenza di un numero suol dirsi qm- 
drato di quel numero j e la terza potenza è anche 
detta cubo di quel numero. 

L’operazione, con cui si trova una potenza di un 
numero, porta il nome di elevazione a potenza. Questa 
operazione consiste in moltiplioa.zioni successive i cui 
moltiplicatori sono tra loro eguali. 

Nessuno confonderà un esponente con un fattore ; 
r errore potrebb’ essere enorme. Ad es. si osservi 
che è: 

10® = 100000 e 10 • 6 = 60. 

94. T«or. Il prodotto di due potenze della stessa base 
è quella potenza della base stessa, che ha per esponente la 
somnM degli esponenti. 

Dlm. Consideriamo, ad es., il prodotto : 

32’ • 32 <. 

Poiché i due fattori sono due prodotti, e dovendo 
moltiplicare tra loro due prodotti si può [81] far un 
prodotto solo con tutti i fattori del moltiplicando e 
del moltiplicatore, il prodotto delle due potenze è 
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uguale al prodotto di 7 + 4 fattori, tutti eguali a 32. 
Egli è adunque : 

32’ • 32« = 32’ + *, . 0. d. d. 

95 . 0 »«. È manifesto che è 32’ • 32 = 32’''‘ 
In relazione col teorema precedente si riconosce che la 
base di una potenza si comporta nel calcolo, come una 
potenza con esponente 1. Per questo giova riguardare 
im numero quale j^ima potenza di se stesso, e inten¬ 
derlo dotato dell’esponente 1. 


Esercizi. 

I. Si dimostri che, se tutte le cifre del moltiplicatore sono dei 
9, per ottenere il prodotto basta scrivere altrettanti zeri 
a destra del moltiplicando, e sottrarre il moltiplicando dal 
numero cosi formato. 

2. Di quanto si aumenta un prodotto, aumentando di una 
unità il moltiplicatore ? di quanto aumenta, se si accresce 
di una unità il moltiplicando? [71]. 

3. Dimostrare che il prodotto di due fattori diminuisce, 
quando si aumenti di una unità il maggiore e si diminui¬ 
sca d’una unità il minore. (Si prenda il minore per mol¬ 
tiplicatore, e lo si diminuisca di 1. Di quanto diminuisce 
perciò il prodotto ? Si aumenti ora di 1 l’altro fattore. Di 
quanto cresce perciò il prodotto? ecc.). 

4. Se si prendono quattro numeri consecutivi, il prodotto 
dei medi supera di 2 il prodotto degli estremi. 

5. Il quadrato di un numero supera di una unità il prodotto 
del numero antecedente per il numero successivo. 

6. Si moltiplichi il numero 347 per 1001001001. Si giustifi¬ 
chi la singolarità del prodotto. (Si consideri il moltipli¬ 
catore come somma di unità di vari ordini e si moltipli¬ 
chi poi come suggerisce il teorema 74 ). 

7. Dimostrare che il prodotto di due numeri ha tante cifre, 
quante ne hanno insieme i due fattori, o una di meno. 
(Posto, ad es., che il moltiplicatore sia composto di quat- 
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tro cifre, «i prenderà per moltiplicatore una volta 1000, e 

un’altra 10000). » 

8. Dimostrare la regola, enunciata nel § 84, mediante i teo¬ 
remi 79. 91 ed 88. 

9. Dimostrare che la somma di due numeri, aumentata della 
loro differenza, è uguale al doppio del numero maggioro; 
e* che la somma di due numeri, diminuita della loro dif- 

• forenza, è uguale al doppio del numero minore. [37, 69], 

10. Dimostrare che, por ottenere il prodotto di una diffe¬ 
renza per un numero, si può moltiplicare minuendo e sot¬ 
traendo per questo numero, e poi sottrarre dal primo pro¬ 
dotto il secondo. (Supposto che a, b, c rappresentino or¬ 
dinatamente minuendo, sottraendo e resto, si parta dal¬ 
l’eguaglianza a = 6 -j- c. [73] ). 

11. Dimostrare che il numero 37, moltiplicato per un numero 
della forma 8 • m, dove m rappresenta un numero d’una 
cifra, dà un prodotto composto di cifre tutte uguali ad 

”»• 189 ]- ' 

12. Dimostrare che la differenza tra un numero di tre cifre e 
quel numero, che si ottiene scrivendo le tre cifre nell’or- 

' dine opposto, è ugnale al prodotto di 99 per la differenza 
delle cifre estreme. [69]. 



CAPITOLO V 


DIVISIONE 


Deflnizìoni e prime loro conseguenze. 

» 

06. Def. Si dice quoziente di due numeri quel nu¬ 
mero che indica quante volte il secondo si può sottrarre 
successivamente, cominciando dal primo. 

L’operazione aritmetica mediante la quale si 
trova il quoziente di due numeri si dice divisione ; il 
primo dei due numeri si dice dividendo, il secondo di¬ 
visore. 

97. Wef. Dividere un numero per un altro significa 
trovare il numero che esprime quante volte il secondo dei 
numeri dati si può sottrarre successivamente, cominciando 
dal pi imo. 

Ad es., dividendo 95 per 30, si trova 3 per quo¬ 
ziente, dacché, cominciando da 95, il numero 30 si può 
sottrarre 3 volte. 

08. H resto dell’ultima delle sottrazioni di una 
divisione si dice il resto della divisione. 

H resto della divisione di 96 per 30 è 5. 

99. Quando il dividendo è minore del divisore, 
il divisore non si può sottrarre neanche una volta, ep- 
però in questo caso il quoziente è cero, e il dividendo 
stesso è il resto della divisione. 

100. Teor. Il quoziente di ima divisione è il mag¬ 
gior numero per il quale si può moltiplicare il divisore, 
sema ottenere prodotto che superi il dividendo. 
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nim. Dividendo, ad es., 95 per 30, si trova 3 per 
quoziente. Ora proveremo che il prodotto di 30 per 3 
non può superare 95, e che il prodotto di 30 per 4 lo 
supera. 

Infatti, poiché 3 è il quoziente della divisione di 
95 per 30, possiamo [96] dire che, cominciando da 95, 
il numero 30 si può sottrarre 3 volte e non 4. 

E perchè sottrarre successivamente dei numeri o 
sottrarre la loro somma torna lo stesso [58], possiamo 
dire che da 95 si può sottrarre la somma di 3 numeri 
eguali a 30 e non la somma di 4 di codesti numeri. In 
altre parole : da 95 si può sottrarre il prodotto di 30 
per 3 e non quello di 30 per 4, come d. d. 

lOl. Teor. Dati due numet-i, il maggior numero 
jter il quale si può moltiplicare il secondo sema che risulti 
prodotto maggioì'e del primo, è il quoziente della divisione 
del pi'imo per il secondo. 

Dim. Prendendo, ad es., i numeri 95 e 30, tro¬ 
viamo che il prodotto di 30 per 3 non supera 95, e che 
il prodotto di 30 por 4 lo supera. Proveremo che 3 è il 
quoziente della divisione di 95 per 30. 

Infatti, se il quoziente, ad es., fosse 5, allora per 
il precedente teorema sarebbe 5 e non 3 il maggior 
numero per cui si può moltiplicare 30 senza che il pro¬ 
dotto superi 95 ; e ciò contrariamente all’ ipotesi. 

loa. In virtù dei due teoremi precedenti le defi¬ 
nizioni che abbiamo dato di quoziente e di divisione 
equivalgono alle due seguenti: 

103. Def. Si dice quoziente di due numeid dati il 
maggior numero per il quale si può moltiplicare il secondo 
senza che risidti prodotto maggiore del primo. 

IO*. Def. Dividere un numero jìci' un altro si~ 
gnifica trovare il maggio)- nuìnei o per il quale si può md- 
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tiplicare il secondo, sensa die risulti un prodotto maggiore 
del primo. 

105. La seconda definizione di quoziente [103] 
lascia capire che, invece che con successive sottrazioni, 
un quoziente si può determinare mediante moltiplica¬ 
zioni. Infatti, moltiplicando il divisore per i numeri 
successivi e confrontando i prodotti col dividendo, si 
arriva necessariamente a scoprire il maggior numero 
per cui si può moltiplicare il divisore senza ottenere 
prodotto che superi il dividendo. 

Se le moltiplicazioni accennate si dovessero ese¬ 
guir tutte, il secondo metodo sarebbe più laborioso di 
quello delle sottrazioni successive. Ma poiché le molti¬ 
plicazioni sono indipendenti 1’ una dall’ altra, provan¬ 
do con moltiplicatori a salto, esse per la massima parte 
si possono risparmiare. 

Combinando insieme i due metodi risulta una ope¬ 
razione spedita per trovare il quoziente. Comunemente 
è questa operazione che si intende designata dalla pa¬ 
rola divisione. 

Relazione Ira dividendo, divisore, quoziente e resto. 

106. T«or. Il dividendo è uguale al p/rodotto del 
divisore per il quoziente, più il resto della divisione. 

Dim. Prendendo 95 per dividendo e 30 per divi¬ 
sore, si trova 3 per quoziente e 5 per resto. Prove¬ 
remo essere: 

96 = 30 • 3 6. 

Infatti, poiché sottraendo 30 successivamente 3 
volte, cominciando da 95, si ottiene per resto 6 ; e per¬ 
ché, invece di sottrarre successivamente dei numeri, si 
può [58] sottrarre la loro somma, possiamo dire che: 
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sottraendo da 96 la somma di 3 numeri eguali a 30, 
cioè [66J il prodotto di 30 per ,3, si ottiene per resto 6. 
Per conseguenza [49] egli è : 

96 = 30 • 3 + 6, c. d. d. 

107. Cor. Quando il resto di una divisione è zero 
il dividendo è uguale al prodotto del divisore per il quo- 
liente. 

108. Quando il resto di una divisione è sero, si 
dice che il divisore è contenuto esattamente nel divi¬ 
dendo; od anche che il dividendo è divisibile per il 
divisore. 

Numero delle cifre d’un quoziente.^ 

109. Teor. Il quoziente d’uria divisione ha tante 
cifre, più uno, quanti sono gli zeri che si possono scrivere 
alla destra del divisore, senza ottenere un numero che su¬ 
peri il dividendo. 

Dlm. Ad es., sia 746128 il dividendo e 94 il di¬ 
visore. Dico che il quoziente ha 4 cifre, perchè al più 
si possono scrivere 3 zeri a destra di 94, senza ottenere 
un numero che superi il dividendo. 

Infatti, poiché scrivere 3 zeri a destra d’un nu¬ 
mero equivale [79] a moltiplicare il numero per 1000, 
e 94000 non supera il dividendo, il quoziente è [103] 
almeno 1000. 

E perchè, scrivendo 4 zeri a destra di 94, cioè [79] 
moltiplicando 94 per 10000, si ottiene un numero mag¬ 
giore del dividendo, il quoziente è [103] minore di 
10000, epperò non può superare 9999. In conchiusione 
il quoziente è [103] almeno 1000 e al più 9999; per 
conseguenza esso ha 4 cifre, c. d. d. 





— oz¬ 
ilo. Cor. Se, scrivendo uno zero a destra del divi¬ 
sore, si ottiene un numero maggiore del dividendo, il quo- 
giente ha una sola cifra. 

Divisione quando ii quoziente è di una cifra. 

111 . Quando il quoziente d’una divisioile è minore 
di 10, la divisione si effettua con tutta speditezza. 
Distingueremo, nella ricerca della regola,'tre casi, se¬ 
condo cioè che anche il divisore è d’una sola cifra, op¬ 
pure è composto d’ una cifra significativa ed uno o più 
zeri ; od è un numero di più cifre, qualunque. 

lia. 1®. Ad es., sia da dividere 43 per 8. Poiché 80 
è magciore del dividendo, il quoziente è d’ una sola 
cifra. [110]. 

Sapendo a memoria la tavola di moltiplicazione, 
si riconosco immediatamente che 6 è il maggior nu¬ 
mero, per il quale si può moltiplicare 8, senza ottenere 
prodotto che superi 43. H quoziente [103] di 43 per 8 
è dunque 6 ; e perchè, sottraendo (8 • 6 ) da 43, si ot¬ 
tiene 3, il resto della divisione è 3. 

113 . 2®. Per secondo caso proponiamoci la divi¬ 
sione di 46089 per 7000. 

Poichè,-dovendo moltiplicare 7000 per un numero 
qualunque, si moltiplica la cifra 7 per questo numero 
e si scrivono tre zeri a destra del prodotto, il prodotto 
di 7000 per un numero supera o no 46089, secondo che 
il prodotto della cifra 7 per il moltiplicatore supera o 
no il numero 46 (che è ricavato dal dividendo soppri¬ 
mendo alla destra tante cifre quanti sono gli zeri del 
divisore). Per conseguenza il maggior numero, per il 
quale si può moltiplicare 7000 senza ottenere prodotto 
che superi 46089, è nel tempo stesso il maggior nu- 
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mero per il quale si può moltiplicare 7 senza ottenere 
prodotto maggiore di 46. In i^ltre parole [103] il quo¬ 
ziente della divisione di 46089 per 7000 è ugnale al 
quoziente della divisione di 46 per 7. Possiamo quindi 
conchiudere in generale la: 

jReg:ols. Quando il divisore è composto di una cifra 
significativa seguita da zeri, per trovare il quoziente, si 
pud prescìndere dagli zen del divisore e da altrettante 
cifre a destra del dividendo. (*). 

Es. H quoziente della divisione di 7162804 per 
900000 è lo stesso che il quoziente della divisione di 
71 per 9. Esso è dunque 7. E perchè il resto della divi¬ 
sione ausiliaria è 8, il resto della divisione proposta è 
862804. 

IH. 3®. Passiamo al caso in cui, essendo tuttavia 
il quoziente d’una sola cifra, il divisore è un numero 
qualunque. Per fermare le idee, proponiamoci di divi¬ 
dere 5961 per 784. 

Poiché il quoziente è 9 al più, moltiplicando il 
divisore per 6 e poi per le cifre successive maggiori di 
5 o per le minori, secondo che il prodotto per 5 è mi¬ 
nore 0 maggiore del dividendo, con 5 moltiplicazioni 
al più si arriverà a conoscere il quoziente. [103]. Giova 
per risparmiare alcuni di codesti tentativi l’artifizio 
seguente. 

Nel divisore si sostituiscano con zeri tutte le ci¬ 
fre, fuori della prima a sinistra, chè in tal modo ci si 

(*) Si perviene alla stessa conohiusione, iraaginando di 
voler trovare il qnoziente mediante sncoessive sottrazioni [96], 
perchè (come facilmente si pnò riconoscere) il numero delle 
volte che si può sottrarre 7000, cominciando da 46089, è nel 
tempo stesso il numero delle volte che si può sottrarre 7, 
cominciando da 46. 
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riconduce al caso precedente. (*). Dividendo o961 per 
700, si trova per quoziente 8. Cosi possiamo [103] 
dire che il prodotto di 700 per 9 è maggiore di 5961, 
e quindi è maggiore di questo numero, a più forte ra¬ 
gione, il prodotto di 784 per 9. Il quoziente, che cor¬ 
chiamo, è dimque 8 al più ( non possiamo dire che il 
quoziente sia 8, per questo solo che sappiamo che il 
prodotto di 700 per 9 supera 5961). Così, volendo tro¬ 
vare il quoziente per tentativi, è naturale di cominciare 
le prove dalla cifra 8. Se il prodotto del divisore per 8 
non supera il dividendo, 8 è il quoziente. Quando ri¬ 
sulti un prodotto maggiore di 6961, si prova la ci¬ 
fra 7 ; ecc. 

Nel nostro caso, poiché il prodotto; 

784 ■ 8 = 6272 

è maggiore del dividendo, la cifra 8 è da rigettare 
come troppo forte', e si assaggia il 7. Poiché il prodotto 
784 • 7 = 5488 non supera il dividendo, il quo¬ 
ziente è 7. 

Effettuando la sottrazione 5961 — .0488, si trova 
il resto della divisione. 

Divisione con due numeri qualunque. 

115. Proponiamoci, ad es., di dividere 9637024 
per 283. 

n numero, che intendiamo di determinare, è [96] 
quello ohe esprimo quante volte bisogna sottrarre 283, 
cominciando da 9637024, por giungere ad un resto 

(*) A dir vero il quoziente di codesta divisione ausiliaria 
potrebb’essere maggiore di 9. Qualora si presenti qaesto casO| 
la prima cifra da provare è 9. 
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minore di 283 ; ma ai può dire eziandio [ 103] che esso 
è il maggior numero, per il quale si può moltiplicare 
283, senza ottenere un prodotto che superi 9637024. 

Abbiamo adunque due modi per determinare il 
quoziente; o con sottrazioni successive, o mediante 
moltiplicazioni ; egli è per l’appunto nell’ uso combi¬ 
nato e disciplinato di tutti e duo questi espedienti che 
consiste l’operazione di che ora ci occupiamo. (*). 

Abbiamo già osservato che il secondo metodo, per 
ciò che le moltiplicazioni sono indipendenti le une 
dalle altre, conduce più spedito a scoprire il quoziente. 
Volendo usare di codesto metodo, è naturale di sce¬ 
gliere per moltiplicatori, peri primi saggi, i numeri 
composti con l’unità e zeri, perchè con questi numeri i 
prodotti si trovano [79] con la massima facilità. Nel 
caso nostro, tra questi prodotti, quello di 283 per 10000 
è il pili grande, che si possa sottrarre dal dividendo. 
Il quoziente è perciò almeno eguale a 10000, ma de- 
v’ essere min ore di 100000 ; il quoziente ha dunque 
cinque cifre. 

(*) Si rende più agevole l’intelligenza di quanto segue, 
tracciando prima un abbozzo del processo della divisione. 

Imaginando di voler trovare il quoziente mediante mol¬ 
tiplicazioni, per un primo saggio si moltiplichi il divisore 283, 
ad es., per 660. Poiché il prodotto 158480, che risulta, è note¬ 
volmente minore del dividendo, si capisce che il quoziente è 
notevolmente maggiore di 660. 

A tal punto, supponendo per un poco di aver cambiato 
pensiero, e di voler trovare il quoziente mediante successive 
sottrazioni, è facile avvedersi che si può trarre profitto dalla 
moltiplicazione già eseguita; infatti, sottraendo il prodotto 
168480 dal dividendo, d’un solo tratto si ottiene lo stesso ef¬ 
fetto, come se si fossero eseguite una dopo l’altra 660 sottra¬ 
zioni. Dopo ciò, per ottenere il quoziente, si dovrebbe sottrarre 
successivamente il di visore 283, cominciando dal resto 9478544; 
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Per conoscere il maggiore dei prodotti ifl discorso, 
ci siamo presentate mentalmente le sottrazioni ; 

9637024 9637024 9637024 

2830 28300 283000 

e, per decidere se codeste sottrazioni fossero possibili 
o no, si faceva astrazione dagli zeri scritti, alla destra 
del divisore e dalle corrispondenti cifre del minuendo. 
L’ultima sottrazione, che abbiamo trovata possibile, fu 
dunque la seguente: 

9637024 

2830000 

e per questo possiamo dire che il divisore 283 non su¬ 
pera il numero 963 a cui è sottoposto, e che 2830, de¬ 
cuplo del divisore, deve superare questo numero ( per¬ 
chè altrimenti anche il prodotto di 283 per 100000 si 
potrebbe sottrarre dal dividendo). 

perchè poi basterebbe aggiungere a 660 il numero delle nuove 
sottrazioDi. 

Il numero, che ai deve aggiungere a 660, è dunque an- 
ch’ esso un quoziente, e per l’appunto il quoziente della divi¬ 
sione del resto 9478644 por il divisore 283. Qui di nuovo, ima- 
ginando di tornar al metodo delle moltiplicazioni, moltipli¬ 
chiamo il divisore per un numero a caso, ad es. per 12260. E 
perchè il prodotto 3466750, è minoro del nuovo dividendo 
9478544, si capisce che il quoziente relativo alla nuova divi¬ 
sione è maggiore di 12250. Ma qui da capo, invece di provar 
subito un nuovo moltiplicatore, si vede opportuno di sottrarre 
il prodotto dal resto 9478644, perchè cosi si vengono a fare 
d’un tratto altre 12250 sottrazioni. Il nuovo resto divente¬ 
rebbe a sua volta un nuovo dividendo, ecc. 

Non è diverso in sostanza il processo della divisione ; 
soltanto, invece di prendere a caso i successivi moltiplicatori, 
si scelgono in modo da ottenere una dopo 1’ altra le cifre del 
quoziente, cominciando da quella dell’ ordine piè elevato. 
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E qui, per conto del numero delle cifre del quo¬ 
ziente, notiamo che quella d’. ordine supremo è dello 
stesso ordine di quello della cifra del dividendo sotto 
cui viene a cadere la cifra delle unità del divisore. 

Ritorniamo all’ argomento. Ora che sappiamo che 
il quoziente è almeno 10000, ed al più 99999, dob¬ 
biamo fare altri tentativi con numeri compresi tra que¬ 
sti limiti; i nuovi saggi sono da fare naturalmente 
co’ numeri 20000, 30000, 40000 . . . , perchè anche in 
questo caso i prodotti si ottengono agevolmente, mol¬ 
tiplicando [78J cioè il divisore per i numeri 2, 3, 4. 

e scrivendo poi quattro zeri a destra di ciascun pro¬ 
dotto. E quando confrontiamo uno di questi prodotti' 
col dividendo, facciamo astrazione dai quattro zeri 
finali e da altrettante cifre alla destra del dividendo, 
perchè evidentemente uno di questi prodotti si può 
sottrarre o no dal dividendo, secondo che il prodotto 
di 283 per la prima cifra del moltiplicatore, che si 
assaggia, si può sottrarre o no da 963. Ora, il mag¬ 
gior numero, per cui si può moltiplicare 283 senza ot¬ 
tenere un prodotto che superi 963, è il quoziente della 
divisione di 963 per 283. 

E perchè il quoziente di codesta divisione [113] 
ausiliaria è 3, possiamo conchiudere che il prodotto di 
283 per 30000 non supera 9637024, e che questo 
numero è superato dal prodotto di 283 per 40000. 
Pertanto il quoziente della divisione proposta è al¬ 
meno 30000, e al più 39999; epperò, qualunque esso 
sia, esso è composto con cinque cifre, e la prima di 
queste è 3. 

D nostro ragionamento è generale, epperò pos¬ 
siamo conchiudere la seguente ; 

116. Regola. Seixnmulo a smiatra del dividendo 
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tante cifre, quante ìxistano a formare un numero che 
contenga il divisore, e dividendo questo numero jkt il 
divisore, si ottiene la prima cifra del quoziente. Questa 
prima cifra è dello stesso ordine di quello delC idtima 
(a destra) delle cifre che si sono separate dal divi¬ 
dendo. 

Riprendendo la nostra divisione, quando si vo¬ 
lesse determinare il quoziente unicamente mediante 
moltiplicazioni, si dovrebbe faro una prova con un 
numero maggiore di 30000 è minore di 40000. 

Fingendo per un poco di voler ricorrere al me¬ 
todo delle sottrazioni suc- 


cessive, si presenta spon- 

9637024 

283 

tanca l’idea di moltipU- 

8490000 

30000 


care il divisore per 30000, 1 14 7 0 2 4 

e di sottrarre poi il pro¬ 
dotto dal dividendo, giacché con questa operazione 
d’ un tratto si perviene allo stesso resto, come se si 
fossero eseguite, una dopo l’altra, 30000 sottrazioni. 
Infatti il prodotto, che si vuol sottrarre, è appunto la 
somma di 30000 numeri eguali al divisore, e si sa che 
sottrarre una somma, o sottrarre successivamente le 
parti torna lo stesso. Effettuando il calcolo, si trova 
per residuo 1147024 ; e per ciò che esso è maggiore 
del divisore, si comprende che occorrono altre sot¬ 
trazioni per ottenere in fine un resto minore del di¬ 
visore 283 ; ed è chiaro che il quoziente, che stiamo 
ricercando, è maggiore di 30 000 per l’appunto di tante 
unità, quante volte ancora il 283 si può sottrarre, co¬ 
minciando da 1147024. In altre parole la ])arte inco¬ 
gnita del quoziente (la quale si dovrà aggiungere a 
30000) è [96] niente altro che il quoziente della divi¬ 
sione di 1147024 per 283. 
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A tal punto possiamo dire d’aver trovato il pro¬ 
cesso secondo cui si compie la divisione, dacché la 
regola, che abbiamo trovato per determinare la prima 
cifra del quoziente, si può far valere a determinare 
la seconda, e quindi anche le rimanenti, ima dopo del- 
r altra. 

Seguendo codesta regola, dobbiamo intanto sepa¬ 
rare a sinistra del resto 1147024 quattro cifre, per¬ 
chè tante bastano a darci un numero che contenga 

il divisore. E perchè 
96370 2 4 283 l’ultima delle cifre se- 

84 90000 30000 parate è del quarto or-, 
1 14 7 0 2 4 4 000 dine, il quoziente par- 

1 13 2 0 00 ziale, che siamo per de- 

16 0 terminare, è composto 

di quattro cifre. Divi¬ 
dendo il numero separato, cioè 1147, per 283, si 
trova per quoziente 4 ; questa è la seconda cifra del 
quoziente. 

Ora che sappiamo che dal resto 1147024 il divi¬ 
sore si può sottrarre 4000 volte e non 6000, moltipli¬ 
cheremo il divisore per 4000, e sottrarremo il prodotto 
dal resto. Al nuovo residuo 15024 si perviene dopo 
4000 sottrazioni, ove si parta da 1147 024; dopo 34000 
sottrazioni, quando si cominci a sottrarre 283 dal nu¬ 
mero 9637024. 

Poiché 16024 è maggiore di 283, il quoziente 
è maggiore di 34000; e lo supera appunto di tante 
unità, quante volte 283 si può sottrarre da 16024 
e dai resti successivi. La parte ancora ignota del 
quoziente ( e che si dovrà aggiungere a 34000) non è 
dunque altra cosa che il quoziente della divisione di 
16024 per 283. Ormai il processo della divisione si 
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può dire trovato, e lo studioso saprà compiere l’inco¬ 
minciata divisione. 


9637024 

283 

9637024 

'283 

8490000 

30000 

849 

34063 

1147024 

4000 

1147 


1132000 

6 0 

113 2 


1 6024 

3 

1602 


14 160 


1416* 


874 


874 


849 


849 


2 5 


25 



Ci restano da fare alcune osservazioni, affine di 
poter raccogliere da quanto precede la regola pratica 
per la divisione. 

Si dicono intanto dividendi pareicUi i numeri, 
che si dividono uno dopo l’altro per il divisore, affine 
di ottenere le singole cifre del quoziente. Nel nostro 
esempio i dividendi parziali sono: 963, 1147, 160, 
1602, 874. 

Poi, osservando il procedimento dell 'operazione, 
si riconosce che alcune cifre del dividendo, più di 
tutte le ultime a destra, vengono trascritte più volte 
per formare i resti successivi, prima che vengano ado¬ 
perate veramente nel calcolo delle cifre del quoziente. 
Per ispeditezza, in pratica, si scrivono allora soltanto 
che occorre veramente di fame uso, e si tralascia 
quindi di scrivere quegli zeri che si dovrebbero porre 
a destra dei prodotti del divisore per le singole cifre 
del quoziente. Le cifre del dividendo vengono cosi 
calate una per volta, e ad ogni cifra, che discende 
dal posto del dividendo, corrisponde una cifra dello 
stesso ordine nel quoziente. Codeste cifre del quoziente 


s 
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vengono scritte, vina in seguito all’ altra, a misura che 
sono date dal calcolo. 

Ora possiamo enunciare la regola generale per la 
divisione. 

117. Resola. Per dividere r mio per l’altro due 
numeri dati : 

Si separano nel dividendo alla sinistra tante cifre 
quante bastano a formare mi numei o che contenga il di¬ 
visore ; si divide questo numero pei' il divisore, e così si 
ottiene la prima cifra del quoziente (quella d!ordine piti 
elevato). 

Si calcola il resto della divisione, che ha fornito la 
prima cifra del quoziente, e alla sua destra si scrive quella 
afra del dividerlo che segue le cifre già separate. 

Il numero, così formato, è il nuovo divideiulo par¬ 
ziale; dividendolo per il divisore, si ottiene la seconda 
cifra del quoziente. 

A destra del resto di quest’ ultima divisione si scrive 
quella cifra del dividendo, la quale segue l’ultima che si 
è calata. 

Il numero, così formato, è il nuovo dividendo par¬ 
ziale; dividendolo per il divide, si ottiene quella cifra del 
quoziente, che segue V ultima determinata. 

Così si continua, finché non vi siano altre cifre 
del dividendo da calare. L’ ultimo resto è il resto della 
divisione. 

118. Os». 1*. Un dividendo parziale potrebb’essere 
minore del divisore. In tal caso si scrive uno zei'o [99] 
come nuova cifra del cjuoziente, e calando una nuova 
cifra, a canto dell’ ultimo dividendo, si forma il divi¬ 
dendo successivo. 

088. 2*. Quando il quoziente di ima divisione 
debba avere un gran numero di cifre, e il divisore 
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non sia semplice assai, si rende l’operazione più fa¬ 
cile e spedita preparando una tavola dei prodotti del 

Esempio. 


3776360366208 

286 


916 

868 


673 

672 


1603 
1430 
1736 
17 16 


2062 

2002 


600 

672 

288 

286 


286 

13200660721 


1 

2 

3 

4 
6 
6 

7 

8 
9 


286 
672 
868 
1144 
1430 
17 16 
2002 
2288 
2 674 


divisore per i primi nove numeri. (*). Con questa si 
trovano immediatamente, senza bisogno di prove, le 
cifre del quoziente, e si hanno pronti quei prodotti che 
si devono sottrarre dai dividendi parziali. 

Osa. 3*. Quando il divisore è di una sola cifra, 
allora la divisione si effettua con tutta facilità e spe¬ 
ditezza. In tal caso infatti (poiché in ogni divisione 
parziale, oltre del quoziente, anche il divisore è d’ una 

(*) Questi prodotti elementari si formano agginngendo 
replicatamente il divisore. Ottenato il nonuplo, gli si aggiunga 
il divisore; deve risaltare il decuplo del divisore. Ciò vale a 
verificare d’un tratto tutti i multipli. 
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sola cifra) i quozienti delle divisioni parziali si tro¬ 
vano con somma facilità [ 112] ; e si fanno a memo¬ 
ria [76] i prodotti che si devono sottrarre dai divi¬ 
dendi parziali. Le sottrazioni sono pure semplicissime, 
dacché i residui ( dovendo essere minori del divisore, 
che è d’una sola cifra) sono minori di 10. Perciò an¬ 
che le sottrazioni si fanno mentalmente, senza scrivere 
i sottraendi, e si notano soltanto i residui, alla cui de¬ 
stra si .calano poi le cifre del dividendo, come richiede 
la regola della divisione. 


43676 7 

42 6239 

16 
14 
27 

2 1 _ 

66 

63 

2 


43676 

16 

27 

66 

2 


7 

6239 


43676 

2 


7 

6239 


Come esempio, eseguiamo la divisione di 43676 
per 7. Operiamo prima per disteso, secondo la regola 
generale [117], poi col processo abbreviato. 

Un po’ d’esercizio mette in grado di risparmiare 
di scrivere i successivi residui, e in grado di pensare 

1 dividendi parziali, senza scriverli. Operando cosi, 
viene scritto soltanto il quoziente ed il resto finale. 
Ad es., nella divisione di 43675 per 7, si dice : 

43 diviso 7, dà 6 (che si scrive), 

6 per 7, 42; dal 43, 1. 

16 diviso 7, dà 2 (che si scrive), 

2 per 7, 14; dal 16, 2. 

27 diviso 7, dà 3 ( che si scrive ), 
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3 per 7, 21 ; dal 27, 6. 

66 diviso 7, dà 9 ( che si scrive ), 

7 per 9, 63 ; dal 66, 2 ( che si scrive ). 

119 . Le divisioni, nelle quali quoziente e residuo 
si possono trovare nel modo piii semplice, sono quelle 
in cui il divisore è uno dei numeri 10, 100, 1000, ecc. 
Infatti sia, ad es., da dividere 27 386 per KKX). 

Supponendo di voler determinare il quoziente e il 
residuo finale col sottrarre successivamente il divisore, 
è manifesto che le tre ultime cifre del dividendo ( per¬ 
ciò che il divisore ha tre zeri finali) passano immu¬ 
tate di resto in resto fino all’ultimo, e che ogni sot¬ 
trazione non fa altro che diminuire di una imita il 
numero che precede le dette tre cifre. Cosi con 27 sot¬ 
trazioni si perviene al resto 386. Possiamo adunque 
enunciare la: 

Resrola. Quando il divisore è un numero composto 
con V unità seguita da seti, il quoziente si ottiene col sop¬ 
primere a destra del dividendo tante cifre, quanti sono gli 
zeri del divisore. E il numero rappresentato dalle cifre 
cancellate è il resto della divisione. 

130 . Nella stessa maniera si dimostra la seguente : 

Resola. Quando il divisore termina con uno o più 
zeri, si può prescindere da questi zeri finali e da altret¬ 
tante cifre a destra nel ' dividendo. Queste cifre si scrive¬ 
ranno alla destra del resto della divisione ausiliaria, se si' 
vorrà conoscere il resto della divisione proposta. 

Ad es., dovendo dividere 384740 per 27000, ba¬ 
sterà dividere 384 per 27 ; e scrivendo il numero 740 
a destra del residuo, si otterrà il resto della proposta 
divisione. 
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Metodo per provare le cifre del quoziente. 

Ora che sappiamo' eseguire speditamente 
ogni divisione, il cui divisore sia di una cifra, pos¬ 
siamo indicare un processo, sovente più comodo di 
quello che conosciamo [114], per accertare le cifre 
date «da quelle divisioni parziali che si fanno in una 
divisione. 

E per fermare le idee, supponiamo che sia 42164 
un dividendo parziale, ed 8726 il divisore. 

Sappiamo che si comincia a dividere 42 per 8, e 
che, perchè il quoziente 5 sia il quoziente cercato, 
bisogna che moltiplicando 8726 per 6 si ottenga im 
prodotto che non superi 42164. Possiamo anche [71] 
dire che la cifra 6 è il quoziente cercato, se il prodotto 
di 5 per 8726 non supera 42164. "Vien deciso spesso, più 
prontamente che con la moltiplicazione, se la 6 cifra 
ha 0 no l’indicata proprietà, dividendo 42164 per 5. 
Si sa [96] che il quoziente che si trova è il maggior 
numero per il quale si può moltiplicare 6, senza otte¬ 
nere prodotto che superi 42164. Se il quoziente di 
questa divisione ausiliaria sarà più grande di 8726, 
si potrà conchiudere che il prodotto di 6 per 8726, 
ossia [71] il prodotto di 8726 per 6, non supera il di¬ 
videndo; epperò la cifra 6 sarà da ritenere. Quando 
invece risultasse un numero minore del divisore 8726, 
allora si potrà conchiudere che, moltiplicando 8726 
per 6, si otterrebbe prodotto maggiore del dividendo ; 
epperò la cifra 6 sarà troppo forte. 

La ragione, per cui questo metodo merita d’ es¬ 
sere prescelto, è dovuta a questo che ])er solito già 
le prime cifre del quoziente ausiliario fanno inten¬ 
dere se la cifra da assaggiare sia quella che si cerca. 



42 1JS4 


8726 
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ovvero sia troppo grande; laddove, ricorrendo alla 
moltiplicazione, è soltanto ad operazione compiuta 
che si riconosce se la cifra in prova si possa accet¬ 
tare o no. 

Applichiamo questo artifizio per provare la ci¬ 
fra 6 avuta dividendo 42 per 8. 

Prendo adunque 6 per divisore, 
e mentalmente 'divido 42164. 

Non iscriverò il quoziente, ma 
invece lo confronterò cifra per 
cifra, a mano a mano che lo ot¬ 
terrò, col numero 8726. Operando, trovo 8 per prima 
cifra, e 2 per residuo. La seconda cifra è 4, laddove 
la seconda cifra del divisore è 7. Non occorre segui¬ 
tare nell’ operazione, perchè tanto basta a far capire 
che 5 è troppo forte. Infatti, il maggior numero, 
per cui posso moltiplicare 6 senza ottenere un pro¬ 
dotto maggiore di 42164, comincia cosi: ottomila 
quattrocento.... Se moltiplicherò 8726 per 6, avrò dim- 
que un prodotto maggiore del dividendo. 

Proviamo la cifra 4. Dividendo 42 per 4, otten¬ 
go 10. Non occorre di più per poter dire che la cifra 4 
è buona. Ed invero, neanco diecimila, moltiplicato 
per 4, mi dà un prodotto maggiore del dividendo; a 
maggior ragione potrò moltiplicare 8726 per 4, senza 
che mi risulti un prodotto maggiore di 42164. Ma tale 
è appunto la condizione perchè la cifra 4 possa essere 
accettata. 


Prova della divisione. 

133. Per fare la prova della divisione, si molti¬ 
plica il divisore per il quoziente, e si aggiunge il re¬ 
sto al prodotto. Qualora risulti il dividendo, si ha [106] 
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una forte probabilità che l’operazione sia stata fatta 
a dovere ; altrimenti una alm eno delle due operazioni, 
la divisione cioè o la prova, sarà afiTetta da errore. 

133. Osa. Nella regola precedente per la prova 
della divisione è sottinteso che il resto della divisione 
sia minore del divisore ; altrimenti la prova potrebbe 
riuscire, e cionondimeno la divisione non sarebbe com¬ 
piuta a dovere. 

Proprietà della divisione. 

134. Teor. Se si moltiplicano per uno stesso nu¬ 
mero il dividendo e il divisore di una divisione, il qito- 
ziente non muta; ed il resto viene moltiplicato per quel 
numero. 

Illm. Ad es., dividendo 67 per IB, si trova 4 per 
quoziente e 7 per resto. Dico che, ove si moltipli¬ 
chino 67 e IB per uno stesso numero qualunque, ad 
es. per 23, e si divida il prodotto (67 • 23 ) per il 
prodotto ( IB • 23 ), si trova di nuovo 4 per quoziente, 
e per resto il prodotto (7 • 23 ). 

Infatti, poiché 4 è il quoziente della divisione 
di 67 per IB, e 7 è il resto, possiamo riguardare il 67 
come la somma di B numeri, 4 eguali a IB, e l’ultimo 
eguale a 7. Abbiamo adunque : 

67 = IB -f IB 4- IB + IB + 7. 

I due membri di questa eguaglianza rappresentano, 
sebbene in diverso modo, il medesimo numero; mol¬ 
tiplicandoli per uno stesso numero, qualunque esso sia, 
si avranno risultati eguali. H secondo membro poi è 
ima somma, e sappiamo che, dovendo moltiplicare una 
somma per im numero, si può invece [73J moltiplicare 
le singole parti per il moltiplicatore, e sommare poi i 
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prodotti parziali. Cosi, prendendo per moltiplicatore il 
numero 23, abbiamo: 

67-23 = 16 -23 + 16-23+ 16-23+16-23 + 7-23. 

Notisi ora che 7, ultima delle parti di G7| è minore 
delle altre, perchè essa è il resto della divisione ese¬ 
guita con 16 quale divisore; epperò anche il pro¬ 
dotto ( 7 - 23 ) è minore di ( 16 - 23 ). P 0 Ì 7 osservando 
la precedente uguaglianza, si riconosce che, sottraendo 
successivamente il numero (16-23 ),* cominciando 
da ( 67 - 23 ), dopo 4 sottrazioni si deve ottenere 
(7 - 23 ) per residuo. Pertanto (67 - 23 ), diviso per 
(16-23 ), dà 4 per quoziente, e per resto il prodotto 
(7 - 23 ). Appunto c. d. d. 

Itss. Teor. Un prodotto è divisibile per uno qua¬ 
lunque de’ suoi fattori e il quoziente è il prodotto degli al¬ 
tri fattori. 

Dlm. Consideriamo, ad es., il prodotto : 

8-14-6-42. 

Proveremo che, dividendo questo prodotto per uno 
dei fattori, ad es. per 6 , si ottiene per quoziente il 
prodotto (8 - 14 - 42), e nessim resto. 

Infatti il prodotto in questione si può [881 consi¬ 
derare come risultante dal moltiplicare 6 per il nu¬ 
mero ( 8 - 14 - 42 ), epperò [65] si può anche riguar¬ 
darlo come somma di tanti numeri eguali a 6 , quante 
sono le unità del prodotto ( 8 - 14-42 ). Da ciò ri¬ 
sulta che, se dal prodotto dato si sottragga 6 , e si 
continui a sottrarre 6 dai resti successivi, dopo 
( 8 - 14 - 42 ) sottrazioni si deve trovare zero per 
resto. Appunto c. d. d. 

1 * 6 . Os». Dovendo dividere, ad es., il prodotto 
(47 - 7 - 14 - 130) per 14, possiamo [126] dire che 
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il quoziente è ( 47 ■ 7 • 130 ). Si dice in tal caso che 
con la divisione per 14 si è soppresso 11 fattore 14. 

laTf. Teor. Il quoziente della divisione di nn nu¬ 
mero per il prodotto di più fattori si può trovare anche 
dividendo successivamante per i singoli fattori. 

Dlm. r. Consideriamo dapprima il caso in cui il 
numero dato è divisibile per il prodotto, e sia, ad es., 
da dividere il numero 420 per 42, che è il prodotto 
dei numeri 2, 3 e 7. Dico che si può trovare il quo¬ 
ziente ( invece che col dividere 420 per 42 ) divi¬ 
dendo 420 per 2, poi il quoziente per 3, e in fine il 
nuovo quoziente per 7. 

Intanto, essendo 10 il quoziente della prima divi¬ 
sione, e non essendoci resto, abbiamo : 

420 = 42 • 10, ossia: 

420 = 2 • 3 • 7 • 10. 

Ora è manifesto che, dividendo il numero 420 per 2, 
si ottiene [126] il quoziente ( 3 • 7 • 10). Dividendo 
questo quoziente per 3, si ottiene per nuovo quoziente 
(7 • 10). E finalmente, dividendo per 7, risulta per 
quoziente finale lo stesso numero 10, che si era ot¬ 
tenuto d’ un tratto con la divisione di 420 per il pro¬ 
dotto (2 • 3 • 7). (*). 

2”. Passiamo a considerare il caso in cui la divi¬ 
sione lascia resto. Proveremo, ad es., che, poiché di¬ 
videndo 47 per 6 (che è il prodotto di 2 per 3) si ot¬ 
tiene per quoziente 7, dividendo 47 per 2, e il quo¬ 
ziente per 3, si deve trovare in fine di nuovo lo stesso 
quoziente 7, 

Intanto, poiché dividendo 47 per 6 si ha 7 per 

• 

(*) Giova osservare che nel caso considerato le divisioni 
parziali successive si compiono tutte [125] senza residuo. 
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quoziente, il numero 47 ai può riguardare come la 
somma di 7 numeri eguali a 6, ed un altro ( il resi¬ 
duo 5) minore necessariamente di 6. Osservando l’e¬ 
guaglianza : 

47=:6-|-6-f6-f6-f6-f6-f-6-f6, 
e notando che 6 = 2 ' 3 è la somma di 3 numeri 
eguali a 2, si riconosce che sottraendo il numero 2 
replicatamente, cominciando da 47, dopo (3*7) sot¬ 
trazioni si giunge allo stesso residuo, che si era ot¬ 
tenuto dividendo 47 per 6. E perchè codesto residuo 
è minoro di 6, se pure siano possibili altre sottrazioni, 
il loro numero è minore di 3. Da tutto ciò si conchiude 
intanto che il quoziente della divisione di 47 per 2 
è uguale a : 

3 • 7 + un numero minore di 3. 

Ora è chiaro che, dividendo [97] questo quoziente 
per 3, dopo 7 sottrazioni, si ottiene un residuo minore 
di 3. Il nuovo quoziente è adunque 7 ; e cosi per il caso 
che il divisore sia il prodotto di due fattori soltanto, il 
teorema è dimostrato. 

Ma è facilissimo estenderlo al caso in cui i fattori 
siano più di 2. Posto, ad es., che il divisore sia il pro¬ 
dotto ( 2 • 3 • 7 ), noi lo possiamo riguardare [88J come 
prodotto dei due fattori ( 2 • 3 ) e 7 ; epperò, ricondotti 
al caso precedente, possiamo dire che, in luogo di divi¬ 
dere per il prodotto ( 2 • 3 • 7 ), si può dividere prima 
per 7, e poi il quoziente per (2 • 3 ). E di nuovo, in¬ 
vece di fare quest’ ultima divisione, potremo dividere, 
prima per 2, e poi il quoziente per 3. Cosi il teorema 
resta pienamente dimostrato. 

Oss. In fine, moltiplicando il divisore per l’ultimo 
quoziente e sottraendo il prodotto dal dividendo, si 
otteiTà il residuo della divisione; se questo residuo 
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sarà minore del divisore, si avrà la prova che tutta 
r operazione è esente da errore. 

1J88. Teor. Il quoziente di due póterne dello stesso 
numero è uguale a quella potenza dello stesso numero^ che 
ha pn esponente la differenza tra V esponente del divi¬ 
dendo e quello del divisore. 

'dìoi. Sia da dividere 32’ per 32®; dico essere 
32 ’ " ossia 32 il quoziente. 

Rammentiamoci perciò che in un prodotto si 
può [ 88 ] sostituire ad alquanti fattori il loro pro¬ 
dotto effettuato: Nel dividendo, che è il prodotto di 
7 fattori eguali a 32, si sostituisca a tre di questi il 
loro prodotto 32 ®, ed ai quattro rimanenti il loro 
prodotto 32^. Cosi abbiamo il dividendo sotto la 
forma (32® * 32^). Ed ora è manifesto [125] che, 
quando si divide 32’ per 32®, si ottiene per quo¬ 
ziente 32 *. Per l’appunto c. d. d. 

Applicazioni della divisione. 

12 ». I problemi, per i quali giova ricorrere alla 
divisione, si riducono ai due tipi seguenti: 

130. 1 ”. Data una collezione di unità, trovare 
quante collezioni, tutte di uno stesso numero indicato di 
unità, si possono ricavare dalla collezione data. 

Es. Si domanda quanti drappelli ciascuno di 12 
soldati si possono ricavare da una compagnia di 100 
soldati. 

È manifesto che il numero da determinare è il 
numero delle volte che, cominciando dal numero de¬ 
gli oggetti della collezione data, si può sottrarre suc¬ 
cessivamente quello degli oggetti di ciascuna delle 
collezioni che si devono ricavare. In altre parole, il 
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numero chiesto è il quoziente della divisione del 
primo dei numeri dati per il secondo. 

Nel problema ora considerato si tratta.di sjMr- 
tire, di dividere una collezione. Si riconosco 1’ origine 
delle parole divisione e dividendo. 

La denominazione del quoziente è da^ attribuirsi 
a ciò che esso esprime quante volte (qtwties) si può 
sottrarre il divisore, cominciando dal diyidendo. 

131. s°. Data una collezione d! oggetti, determina¬ 
re, dovendo dividere la collezione in un numero dato di 
parti eguali, quanti oggetti conterrà ciascuna delle parti. 

Es. Dividendo una compagnia di 100 soldati in 
8 drappelli eguali, quanti soldati formeranno ciascun 
drappello ? 

Un modo di risolvere in pratica il problema sa¬ 
rebbe di togliere dalla collezione data tanti oggetti 
quante sono le parti da fare, e cominciare a com¬ 
porre le parti attribuendo un oggetto a ciascuna. Si 
prenderebbero poi di nuovo tanti oggetti quante sono 
le parti, e si attribuirebbe un nuovo oggetto a ciascuna 
parte. E cosi via. Cosi è reso manifesto che il numero 
domandato è il numero delle sottrazioni che'si possono 
fare, e quindi il quoziente di una divisione. 

133. Oss. Confrontando i due problemi che ab¬ 
biamo considerato, riconosciamo che in tutti e due si 
tratta di spartire una collezione data in parti eguali ; 
ma nel primo è noto il numero degli oggetti che de¬ 
vono formare ciascuna parte, e si deve trovare il nu¬ 
mero delle parti. Nel secondo invece è noto il numero 
delle parti, e si deve trovare il numero degli oggetti 
che devono comporre ciascuna parte. 

133. Notiamo infine che è con una divisione che si 
risolve il seguente problema numerico : 
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Dato il prodotto di due numeri ed uno dei fattori^ 
trovare l’altro fattore. 

134 . La moltiplicazione e la divisione si possono 
quindi considerare come due operazioni inverse. Ed 
infatti, se dopo di aver moltiplicato per im numero si 
divide per lo stesso numero il risultato, si toma ad 
avere il moltiplicando primitivo. 

• Esercizi. 

13. Che resti si otterrebbero, dividendo per uno stesso numero 
altrettanti numeri consecutivi? 

14. Se, dopo eseguita una divisione, si divide il dividendo 
per il quoziente, si troverà per quoziente il divisore, e lo 
stesso resto che nell’altra divisione? (Si rifletta al teor. 100, 
e che il resto di una divisione può essere minore, uguale o 
maggiore del quoziente. Si esamini ciascuno di questi casi). 

15. In qual caso si può aumentare il divisore di una o piò 
unità, senza alterare il quoziente? (Quando il resto su¬ 
pera il quoziente, eoe. Il divisore indica quante volte al¬ 
meno si può sottrarre il quoziente; ma, se il resto su¬ 
pera ecc.). 

16. Fuor del caso in cui il quoziente è nullo, il dividendo è 
necessariamente maggiore del doppio del resto. 

17. Si dimostri che il numero delle cifre di un quoziente ò 
uguale alla differenza tra il numero delle cifre del divi¬ 
dendo e quello delle cifre del divisore ; oppure a codesta 
differenza diminuita di una unità. 

18. Dimostrare che, dividendo il numero ( a 6 — 1 ) per a, si 
trova ( ò — 1 ) per quoziente ed (a — 1 ) per resto. 

19. Avendo divisi parecchi numeri per uno stesso divisore, 
come si può trovare il quoziente della somma dei divi¬ 
dendi per lo stesso divisore? 

20. Trovare il maggior numero che è contenuto in 72814 e 
che, diviso per 217, dà per resto 81. 




CAPITOLO VI 


DIVISIBILITÀ 


Definizioni e teoremi eolia divisibilità- 

« 

135 . Accade spesso di voler esprimere che un 
numero è uguale alla somma di più numeri eguali ad 
un altro, senza poi determinare quante sono le parti. 
A tal uopo si dice che il primo numero è multiplo 
del secondo, appunto perchè si può ottenerlo molti¬ 
plicando il secondo per un conveniente moltiplicatore. 

La predetta relazione tra i due numeri si accenna, 
più spesso, dicendo che il primo numero è divisibile per 
il secondo [108J o che questo divide il primo ( lasciando 
sottinteso l’avverbio esattamente). Infatti, in tal caso, 
se si divide il primo numero per il secondo, il resto 
della divisione è lo zero. 

Cosi, ad es., per esprimere che 35 è la somma di 
alquanti numeri eguali a 7, si dice che 35 è multiplo 
di 7, oppure che 35 è divisibile per 7, oppure che 7 
divide 35. Si dice anche che 7 è un divisore, un fat¬ 
tore di 36. 

Quando ci occorra di rappresentare un multiplo 
di un numero, senza che poi ci importi di far cono¬ 
scere se esso ne sia piuttosto il doppio, il decuplo od 
altro, scriveremo il divisore, segnandolo superior¬ 
mente con un accento. Perciò, ad es., il simbolo 7 (che 
si leggerà : multiplo di 7 ) ci rappresenta un multiplo 
di 7. (Rammentiamo che tra i multipli di un numero 
si considera il numero stesso ed anche lo zes'o [68]). 
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Così, ad OS., sapendo che 246,, diviso per 33, dà 
per resto 14, possiamo [ 106] scrivere : 

246 =: 33 -1-14; 

e per converso, da questa eguaglianza ( dappoiché 14 
è minore di 33 ) si comprende che, dividendo 246 
por 33, si ottiene 14 come resto della divisione. 

L’oggetto di questo capitolo è di ricercare dei 
metodi di facile applicazione, che permettano di de¬ 
terminare i resti delle divisioni di un numero qualun- ' 
que per certi divisori, senza eseguire le divisioni (*), 
ed in conseguenza di riconoscere agevolmente se un 
dato numero sia o no divisibile per questi divisori. 
Dobbiamo premettere la dimostrazione di alcune pro¬ 
posizioni. 

136. Teor. La somtna di quanti si vogliano mul¬ 
tipli di un numet-o è aneli' essa un mtdtiplo di questo 
numero. (**). 

Ulm. I numeri a, ò, c, siano tutti multipli di m. 
Dico che anche la somma (a-]-é-}-c)èun mul- 
plo di m. 

Infatti, ciascimo dei numeri a, é, c, perchè è un 
multiplo di m, si può riguardare come somma di 
parti tutte uguali ad m. E perchè, per ottenere la 
somma di piii somme, basta fare l’addizione di tutte 
le parti delle somme parziali, anche la somma dei 
numeri dati si può dire composta di parti tutte uguali 
ad m. Essa è dunque un multiplo di »i, come d. d. 

13Tr. Cor. Vn numero, che divide un altro, di¬ 
vide qualunque multijÀo di questo numero. 

(*) Il metodo per trovare il resto non ha pregio se non 
quando esso sia più spedito della divisione. 

(**) Codesto teorema si può anche enunciare dicendo: Se 
un numero divide parecchi altri, divide anche la loro somma. 
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Dini. Il numero a divida il numero h\ dico che 
esso divide qualunque multiplo di h. 

Infatti, un multiplo di h non è altro ché -una 
somma di parti tutte uguali a 6. E poiché tutte que¬ 
ste parti sono multiple di a, anche la loro somma 
(cioè il multiplo di 6) è [136j un multiplo di a, è di¬ 
visibile per a. 

138. Teor. Se un numeio divide una parte di una 
somma, ìa somma e V altra parte, divise per quel nu- 
meio, danno resti eguali. 

llim. Il numero a sia la somma dei due numeri 
è e c, e la parte h sia divisibile per m. Dico che la 
somma o e l’altra parte c, divise per m, devono dare 
resti eguali. 

Intanto, supposto che, dividendo c per m, si trovi 
il resto r, abbiamo : 

c = m r. 

Egli è poi per ipotesi : 

b = m. 

Da queste uguaglianze, sommando, otteniamo ; 
é-f-c= m + wi-j-r, 

ossia [136] : 

a ~ m r. 

Codesta relazione mostra che a, diviso per m, da »• 
per resto ; appunto c. d. d. (*). 

(*) Basterebbe, per la dimostrazione, osservare che sot¬ 
traendo m snccessivamente, cominciando da a, dopo alquante 
sottrazioni si deve trovare per resto c. Epperò il resto finale 
della divisione di a per m è qnello stesso della divisione di e 
per m. (Il numero c è uno di quei resti, per i qnali si passa 
prima di arrivare all'ultimo, quando si divida a per wi, sot¬ 
traendo m replicatamento). 


6 
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139. Cor. Se un numeto dtvùie una somma ed 
litui delie parti, esso divide anche l'altra parte. (*). 

Dim. Infatti, poiché quel numero divide una 
delle parti, la somma e l’altra parte, divise per esso, 
devono dare resti eguali. [138]. Ma per ipotesi la 
soipma dà per resto zero', quindi anche l’altra parte 
dà par resto zero, c. d. d. 

140. Teor. Un numero, che divida il dividendo 
e il divisore di una divisione, divide anche il resto. 

Dim. Dividendo il numero a per b, si ottenga 
per resto r. Dico che ogni numero, che divide a e h, 
divide anche il resto r. 

Poiché a, ò ed r sono ordinatamente dividendo, 
divisore e resto di una divisione, possiamo [108, 136] 
scrivere l’eguaglianza : 

a = 6 

Ora si osservi che ogni numero, il quale divida a e J, di¬ 
vide la somma a, e divide la prima parte b (perché un 
numero che divide un altro ne divide [137] i multipli); 
esso deve quindi [139] dividere anche l’altra parte r, 
che é il resto, c. d. d. 

141. Teor. Se un numero divide il divisare e il 
resto di ntia divisione, esso divide anche il dividendo. 

Dim. Dividendo il numero a per b, si ottenga 
per resto r. Dico che ogni numero, che divide b ed r, 
divide necessariamente anche il dividendo a. 

Scrivasi 1’ eguaglianza : 

a = J -j- r, 

(*) Codesta proposizione si può auche enunciare dicen* 
do: Se un numero divide due altri, esso divide anche la loro 
differenza. E ciò perchè una parte di una somma è la diffe¬ 
renza tra la somma e l’altra parte. 
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e 9Ì osservi ohe ogni numero, che divide h, divide [137] 
la prima parte del secondo membro, che è multipla 
di b. Ecco che quahmque numero, che divide b èd r, 
divide le due parti della sommai, epperò [136] esso 
divide anche la somma, o. d. d. 

1*3, Teor. Se piii numeri si dividono per uno 
stesso divisore, la somma dei numeri dati e la somma 
dei resti, divise per Io stesso divisore , . danno resti 
eguali. 

I»iin. Consideriamo, ad es., i numeri a, b, c. Di¬ 
vidiamoli per imo stesso numero, ad es. per m ; e siano 
rispettivamente p, q, r i resti delle divisioni. Dico che 
la somma (a ^ + c) e la somma {p q r), di- 
vÌ8e,4?er m, devono dare resti eguali. 

Intanto possiamo scrivere [108, 135] : 

1 a = m -j- p 

b = m q 

c = m r epperò [33, 136] : 

(a ò -j- c) = »i -(- -|- g -f- r). 

Qui vediamo che m divide una delle parti di una 
somma; quindi [138] la somma (a -f ò c) e l’al¬ 
tra parte [p q r), divise per m, danno resti 
eguali ; c. d. d. 

143. Teor. Se più numeri si dividono per uno 
stesso divisore, il jtrodotto dei numeri dati e il pro¬ 
dotto dei resti, divisi per lo stesso divisore, danno resti 
eguali. 

nim. Dividansi i numeri a, b, c per imo stesso 
numero, ad es. per m, e siano rispettivamente p, q, r i 
resti doUe divisioni. Dico che il prodotto {a ■ b ■ c) 
ed il prodotto (p • q • r), divisi per m, danno resti 
eguali. 
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Intanto possiamo scrivere [108, 135J: 
a = m p 

i» = «i -r 3 

c = m r. 

I due membri di ciascuna di queste eguaglianze rap¬ 
presentano, se pure in diverso modo, il medesimo nu¬ 
mero. Il prodotto dei primi membri delle prime due 
è quindi eguale al prodotto dei secondi. E poiché i» 
secondi membri hanno forma di somma, al momento 
di farne il prodotto, ci rimmenteremo che, dovendo 
moltiplicare una somma per una somma, si può [76] 
invece moltiplicare i singoli termini del moltiplicando 
per i singoli termini del moltiplicatore, e sommar 
poi i prodotti parziali. Operando in questo modo, si 
trovano quattro prodotti parziali ; i tre primi sono 
manifestamente dei multipli di »n, tale è quindi [136] 
anche la loro somma. Abbiamo pertanto : 

a • b = »» + (p • 3)- 

Nello stesso modo da codesta eguaglianza e dalla 
terza delle precedenti si conchiude essere : 

a • b • c =1 m ip • q • r). 

Ora vediamo che m divide ima delle due parti di una 
somma; quindi [138] la somma (a ■ b • c) e l’altra 
parto (p • q - r), divise per m, danno resti eguali. C. d. d. 

Divisori 2 e 5. 

i44. Teor. Il resto della divisione di un numero 
qualunque pes- 2 o pe)' 5 è uguale al resto della divi¬ 
sione per 2 0 per 5 della cifra delle unità del numero 
stesso. 
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Dlm. Sia, ad es., il numero 4679. Dico che, divi¬ 
dendolo per 2 o per 5, si trova lo stesso resto, che di¬ 
videndo per 2 o per 6 la sua ultima cifra. 

Infatti, poiché 4679 si può considerare [24] come 
la somma di 467 decine e della cifra 9, e 10 è multi¬ 
plo di 2 e di 6, possiamo scrivere [136]; 

4679 = 2 -f 9, 

« 

4679 = 6 4- 9. 

Ma sappiamo [138] che, se un numero divide una parte 
di una somma, la somma e l’altra parte, divise per 
quel numero, danno resti eguali. Quindi 4679 e l’ultima 
cifra 9, divisi per 2 o per 6, danno resti eguali. C. d. d. 

115. Cor. Un numero è divisibile per 2 o per 6, 
se la cifra delle unità è divisibile per 2 o peì- 6. 

l>im. Infatti abbiamo veduto che il resto della 
divisione per 2 o per 6 di un numero, qualunque esso 
sia, è uguale al resto della divisione per 2 o per 6 
della cifra delle unità del numero stesso. I resti sa¬ 
ranno dimque ambidue uguali a zero, od ambidue 
diversi da zero. 

Oss. I numeri di una sola cifra divisibili per 2 
sono : 0, 2, 4, 6, 8. Quindi soltanto i numeri, che ter¬ 
minano con una di queste cifre, sono divisibili per 2. 

Omh. I numeri di una sola cifra divisibili per 6 
sono : 0 e 6. Perciò soltanto i numeri, che terminano 
per 0 o per 6, sono divisibili per 6. 

Oss. I numeri divisibili per 2 si dicono pari ; gli 
altri dispari. 

146. Oss. Nello stesso modo si possono stabilire 
le condizioni di divisibilità per 4 e per 25, per 8 e 
per 125. 
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Divisore 9. 

Iti. I^emma. Un numero qualunque è uguale ad 
un multilo di 9 aumentato del numero delle decine e 
delia cifra delle unità. 

Dlm. Sia, ad es., il numero 45067. Questo nu¬ 
mero si può considerare come la somma di 4606 nu¬ 
meri eguali a 10, più 7. E perchè 10 è eguale a 9 -f- 1, * 
possiamo dire [33] che 46067 è uguale ad un multi¬ 
plo di 9, più 4506, più 7, come d. d. 

148. Teor. Un numero qualunque è uguale ad un 
multijib di 9, auìnentato della somma delle sue cifre. 

Dim. Sia, ad es., il numero 72108. Applicando 
il lemma precedente e la proposizione [136] che la 
somma di multipli di un numero è un multiplo del 
numero stesso, otteniamo successivamente [33] : 

72108 = 9 -f 7210 -f 8 
» = 9 721 -f 8 

» =9-t-72-i-l-[-8 

» =94-74.2 + l-f8, 

epperò in fine [33] : 

72108 = 9 -I- (7 -1- 2 -f 1 4- 8), c. d. d. 

119. Teor. Il resto della divisione per 9 di un 
numero qualunque è uguale al resto, che si ottiene di¬ 
videndo per 9 la somma delle cifre del numero. 

nim. Sia, ad es., il numero 70187. Dico che, di¬ 
videndo per 9 questo numero, e dividendo per 9 la 
somma delle sue cifre, si trovano resti eguali. 

Infatti, poiché un numero qualunque è [148] 
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uguale a un multiplo di 9, aumentato della somma 
delle sue cifre, abbiamo intanto : 

70187 = 9 + (7 + 1+ 84- 7). • 

Sappiamo poi [138] che, se un numero divide una 
parte di ima somma, la somma e l’altra parte, divise 
per lo stesso numero, danno resti eguali. Quindi, 
poiché 9 divide la prima parte del secondo mem¬ 
bro, il numero 70187 e la somma delle sue cifre 
(7 + 1 + 8 + 7), divisi per 9, danno lo stesso 
resto, c. d. d. 

150. Cor. Un numero è divmbile po' 9, se la 
somma delle sue cifre è divisibile per 9. 

Dlm. Sappiamo infatti che un numero e la som¬ 
ma delle sue cifre, divisi per 9, danno resti uguali. 
Quindi nel solo caso che la somma delle cifre di un 
numero, divisa per 9, dia per resto zero, anche il nu¬ 
mero è divisibile per 9. 

151. Oss. Quando si fa la somma delle cifre di 
un numero per conoscere il resto della divisione per 9, 
si può [96] mentalmente sottrarre 9 ogni volta che la 
somma parziale trovata fino a quel punto eguagli o 
superi 9. (In particolare si possono trascurare le ci¬ 
fre 9 e quelle la cui somma sia eguale a 9). 

Divisore 3. 

15S. Teor. Il resto della divisione per 3 di un 
numero qualunque è uguale al resto che si ottiene di¬ 
videndo per 3 la somma delle sue cifre. 

Dim. Sia, ad es., il numero 97 064. Sappiamo [148] 
che qualunque numero è uguale a un multiplo di 9, 
aumentato della somma delle sue cifre ; è dunque : 

97064 = 9 + (9 + 7 + 6 + 4). 
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E perchè 3 divide 9, ogni moltiplo di 9 è anche mul¬ 
tiplo di 3. Possiamo scrivere pertanto : 

97064 = 3 + (9 -h 7 -t- 6 -f 4). 

Ora vediamo che 3 divide una delle parti di una 
somma; quindi [138] la somma 97064 e l’altra parte 
(9^-|- 7 -)- 6 -f- 4), divise per 3, danno resti eguali. 

153. Cor, TJn numet o è divisibile per 3, quando 
la somma delle sue cifre è divisibile per 3. 

Divisore li. 

161. Comma. Un numero qualunque è uguale ad 
un multiplo di 11, più il numero delle centinaia, jnù 
il numero rappresentato dotte due ultime cifre. 

Ulm. Sia, ad es., il numero 48714. Essendo : 

48714 = 48 700 -f- 14 
, » = 487 • 100 + 14 

» = 487(99 -i- 1) 14, 

egli è [74] : 

48714 ■= 487 • 99 -f 487 -\- 14. 

E perchè 99 è multiplo di 11, tale è [137] anche il 
prodotto (487 • 99). Possiamo quindi scrivere: 

48714 = 11 4- 487 + 14, 
e questa eguaglianza è conforme aUa proposizione 
che si voleva dimostrare. 

155. Teor. Un numero qualunque è uguale ad un 
multiplo di 11, più la somma dei resti delle divisioni 
* per 11 di quei moneti che si deducono dal dato separan¬ 
done le cifre in coppie partendo da destra. 

Dim. Sia, ad es., il numero 7440976. Proveremo 
che esso è uguale ad un multiplo di 11, più la somma 
dei resti che si ottengono dividendo per 11 i numeri 
7, 44, 9 e 76. 
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AppUcando la proposizione precedente e ram¬ 
mentando che la somma di pià multipli di uno stesso 
numero è aneli’ essa un multiplo di quel numero,' ab¬ 
biamo successivamente [33J : 

7440976 = n + 74409 -f 76 

» = lì -t- 744 + 9 +. 76 

» = lì -f 7 + 44 -f 9 + 76. 

Ora, poiché un numero qualunque è itguale ad un 

multiplo di 11 più il resto della sua divisione per 
11, abbiamo [136J : 

7440976 = 11 -1- 7 - 1 - 9 + 10, 
epperò infine [33] : 

7440976 = lì + (7 + 9 + 10), c. d. d. 

16B. Cor. 1°. Un numero, diviso per 11, dà lo 
stesso resto che si trova ditridendo per 11 la somma 
dei resii delle divisioni per 11 di quei numeri che si ot¬ 
tengono dal proposto separandone le cifre in coitpie par¬ 
tendo da destra. [155, 138]. (*). 

ISK. Cor. 3°. Un numero è divisibile per 11, se è 
divisibile per 11 Za somtna dei resti delle divisioni per 11 
di quei numeri che si deducono dal numero data separan¬ 
done le cifre in coppie partendo da destra. [156]. 

Prove del 9 e dell' II. 

158. La facilità, con cui si può ottenere il resto 
della divisione per 9 e per 11 di un numero qualunque, 
si può mettere a profitto per fare la prova di ciascuna 
delle quattro operazioni dell’ Aritmetica. 

(*) Il resto della divisione per 11 di un numero di due ci¬ 
fre si ottiene sottraendo dal numero quello prossimo inferiore 
composto di due cifre uguali. 
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Addizione. Per fare la prova del 9 di un’addkione, 
si cercano i resti delle divisioni per 9 dei singoli addendi; 
la somma dei resti e la somma dei numeri dati, divise per 
9, devono [ 142] dare resti eguali. 

Sottrazione. Poiché sommaaclo il sottraendo e 
il resto si deve ottenere il minuendo : 

Per fare la prova del 9 di una sottrazione, si cer¬ 
cano i resti delle divisioni per 9 del sottraendo e del resto; ' 
la somma dei resti e il minuendo, divisi per 9, devono 
dare resti eguali. 

Moltiplleazione. Pes- fare la prova del 9 della 
moltiplicazione di due o più numeri, si cei cano i resti 
delle divisioni pe>'^ dei fattori; il p'odotto dei resti e il 
prodotto trovato, divisi per 9, devono [143] dare resti 
eguali. 

Divisione. Per fare la prova del 9 di una divi¬ 
sione, si cercano i resti delle divisioni per 9 del divisore, 
del quoziente e del resto. Aggmngendo quesf ultimo al imo- 
dotto degli altri due, e dividendo per 9 il risultato, si deve 
ottenere lo stesso resto, che dividendo per 9 il dividendo. 

Ikim. Dividendo a per b siasi trovato q per quo¬ 
ziente ed r por resto. La divisione è esatta, se tra 
questi numeri sussiste la relazione : 

a = h • q r. 

Ed ora, prendendo anzitutto i resti delle divisioni per 9 
dei due numeri {h • 5 ) ed r, e dividendo la somma di 
questi resti per 9, si deve [ 142] trovare lo stesso re¬ 
sto, che dividendo per 9 il numero a. D’altra parte, 
per avere il resto della divisione per 9 del prodotto 
(é • ^) basta [143] dividere per 9 i fattori, fare il pro¬ 
dotto dei resti, o dividere questo prodotto per 9. Pesta 
cosi dimostrato che ecc. 

Os». Analoghe sono le prove dell’ 11 . 
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159 . Ohm. Abbiamo già detto che, quando facendo 
la prova d’una operazione si trova il numero atteso, 
è soltanto probabile che 1’ operazione sia stata fatta 
a dovere. Nella prova del 9, se l' errore nel risultato 
consista in trasposizione di cifre, ed in generale 
quando sia tale per cui non resti alterata la somma 
delle cifre o sia alterata d’ un multiplo di 9, il resto 
della divisione per 9 non muta per questo [138] ; ep- 
però la prova del 9 non vale a scoprire orrore di 
questa fatta. 

Analogamente dicasi della prova dell' 11. 


Esercizi. 


21. Può nna somma essere divisibile per an numero, se una 
soltanto delle parti non è divisibile per questo numero? 

22. Può una somma essere divisibile per un numero, non es¬ 
sendo tali alcune delle partì ? 

23. Due numeri non possono essere entrambi divisibili per un 
terzo, che sia maggiore della loro differenza. [139]. 

24. Due numeri, divisi per la loro differenza, danno resti 
eguali. [138]. 

25. Se due numeri divìsi per un terzo danno resti eguali, la 
loro differenza è divisibile per questo terzo numero. (Sot¬ 
traendo dai due numeri, il resto comune, si ottengono nu¬ 
meri divisibili per il terzo. Poi [69, 139]... ). 

26. Se si aggiunge o si sottrae uno stesso numero da due al¬ 
tri, che divisi per un terzo danno resti eguali, anche i ri¬ 
sultati, divisi per lo stesso divisore, danno resti eguali.(In¬ 
tanto [25] (*) la differenza dei due numeri dati è un mul¬ 
tiplo del divisore. Poi [59]....). 

27. Se due numeri, che divìsi per un terzo danno resti eguali, 

(*] Quando un numero di richiamo è stampata nello stesso carattere 

che si è adoperato per numerare gli esercizi, il richiamo si riferisce a pre¬ 
cedente esercizio. 
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vengono moltiplicati per un noraero_qualunque, anche i 
prodotti, divisi per lo stesso divisore, devono dare resti 
eguali. [25, IO, 187,138]. 

28. Quali numeri divisi per 6 danno per resto 3? 

29. Quali sono i numeri composti unicamente con cifre uguali 
ad 1, o con cifre uguali a 2, o con cifre tutte uguali a 
8, ecc., che sono divisibili per 9 ? 

30. Quando due numeri sono composti con le medesime cifre, 

• ma disposte in ordine differente, la loro differenza è un 

multiplo di 9. (Ogni numero è uguale a un multiplo di 9 
aumentato della somma delle sue cifre, quindi [69,139] 

31. Separando un numero in classi, ciascuna di due cifre, par¬ 
tendo da desthi, la somma delle classi e il numero dato, 
divisi per 11 (o per 99), danno resti uguali. (Ad es., 
678143 = 67(9999 -f- l) _|- 81 (99 +.1) -f 48). 

32. Separando le cifre componenti un numero in gruppi, in un 
modo qualunque, la somma dei numeri rappresentati dai sin¬ 
goli gruppi, e il numero dato, divisi per 9, danno resti eguali. 

33. Per trovare il resto della divisione per 11 di un numero qua¬ 
lunque. si può dividere per 11 la somma delle cifre di posto 
pari, aumentata delle differenze tra 11 e le cifre di posto 
dispari (s’intende: contate da destra). 

34. Se sette numeri, divisi per 7, danno resti differenti tra 
loro, la somma dei sette numeri è divisibile per 7. 

35. Se cinque numeri, divisi per un multiplo di 6, danno reati 
tutti differenti tra loro e minori di 6, la somma dei numeri 
dati è divisibile per 6. 

36. Se il prodotto di due numeri è pari, almeno uno dei fattori 
è pari. ( Se i fattori fossero tutti e due dispari, dividendoli 
per 2..., [143]. 

37. Scrivendo consecutivamente dei numeri, ciascuno dei quali 
sia composto di tre cifre ugnali, si ottiene un numero che è 
divisibile per 37. 





CAPITOLO VII 


NUMERI PRIMI 


Definizioni. 

160- Un numero, che è divisibile soltanto per se 
stesso e per l’unità, si dice semplice o ptimo. 

Un numero, che ammetta divisori diversi da se 
stesso e dall’imita, si dice composto, od anche non 
primo. 

Due numeri, i quali non abbiano altro divisore co¬ 
mune che r unità, si dicono primi tra loro. 

Ohs. Due numeri possono essere primi tra loro, 
senza essere numeri primi (semplici). Due numeri 
primi sono necessariamente primi tra loro. 


Teoremi relativi ai numeri primi. 

161. Teor. Ogni numero ammette almeno tm di¬ 
visore pimo. 

Dlm. Se il numero dato è primo, esso è divisi¬ 
bile per se stesso, epperò esso ammette un divisore 
primo. 

Consideriamo un numero non primo; tale sia il 
numero n; dico che tra i suoi divisori se ne trova 
uno almeno, che è primo. 

Poiché il numero n non èr primo, esso avrà, oltre 
dell’unità e di se stesso, altri divisori, compresi neces¬ 
sariamente tra 1 ed n. Indichiamo con a il più pie- 
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colo di questi divisori ; questo numero a è certamente 
un numero primo. Infatti, ^e non fosse primo, ci sa¬ 
rebbe un numero &, minore di a e diverso da mmo, 
che dividerebbe a, e quindi [137J anche «, che è mul¬ 
tiplo di a. Ma ciò non può essere, perchè ( prescin¬ 
dendo dall’ unità ) il numero a è per ipotesi il minore * 
dei divisori di n. Cosi resta dimostrato che ecc. 

Oan. L’ enunciato del teorema precedente suppone 
che l’unità non sia numero primo, laddove la defini¬ 
zione lo ammetterebbe tra i numeri primi. Non si 
vuol considerare 1’ unità come numero primo, perchè 
molti teoremi sui numeri primi non varrebbero se tra 
codesti ci fosse l’unità. (Un pretesto per escludere 
l ’unitii dai numeri primi può esser questo che ogni al¬ 
tro numero primo ha due divisori ; e V unità ne ha imo 
soltanto ). 

l«3. Cor. H minore dei divisori di un numero non 
primo è un numero primo. 

163. Teor. Se due numeri non sono primi tra ìoì o, 
essi hanno almeno un divisore primo comune. 

Iklm. I due numeri a e b non siano primi tra 
loro. Dico che tra i loro divisori comuni ce n’ è uno 
almeno che è primo. 

Infatti, poiché a e b non sono primi tra loro, essi 
hanno, oltre dell’ unità, qualche altro divisore comu¬ 
ne; tale sia, ad es., il numero m. Questo divisore co¬ 
mune ammette almeno un divisore primo p, giacché 
[161j ogni numero ha questa proprietà. E questo nu¬ 
mero primo p, che divide m, divide poi anche [137J i 
numeri dati, che sono multipli di m. Besta così di¬ 
mostrato che, se ecc. 

164. Teor. La serie dei numeri jmimi è illimitata. 

Dlm. Ammettiamo che non ci siano altro che n 
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numeri primi, che rappresenteremo con le lettere a, 
b, c . . .h. Imaginiamo di fare il prodotto di tutti que¬ 
sti numeri primi e di aggiungere poi l’unità. Se indi¬ 
chiamo con 8 la somma, possiamo scrivere : 

a • ò • c 1 = s. 

E manifesto che il numero 8 non è divisibile per 

nessuno dei numeri primi a, b _ , h. Non è divisibile 

per a, perchè, essendo eguale a un multiplo di a aumen¬ 
tato di 1, diviso per a, dà per resto 1. Cosi, dividendo 
8 per b, 0 per c, ecc., si trova sempre il resto 1. D’al¬ 
tra parte sappiamo [161] che ogni numero ammette 
almeno un divisore primo ; dunque, oltre di a, b, c, ecc., 
dove esistere almeno un altro numero primo, il quale 
divida 8. 

Eesta provato in questo modo che la serie dei 
numeri primi è illimitata. 

1«6. Probi. Costmire una tavola di numet'i primi. 

Risol. Poiché la serie dei numeri primi è illi¬ 
mitata, volendo costruire una tavola di numeri pri¬ 
mi, si è obbligati a prefiggersi un limite. Proponia¬ 
moci di costruire la tavola dei numeri primi infe¬ 
riori a 1600. 

Si scrivano intanto tutti i numeri consecutivi 
fino a 1600, col proposito di operare poi con una certa 
norma, per cui venga cancellato, o, se si vuole, segna¬ 
to, ogni numero che non sia primo. 

_1 2 3_4 5_6 7_8_9W 

11 ^ 13 14 ^ 16 17 lE 19 ^ 

21 22 23 24 26 26 27 28 29 30 


• 1499 1600. 






Tavola dei 



113 

281 

2 

127 

283 

3 

131 

293 

‘5 

137 

307 

7 

139 

311 

11 

149 

313 

13 

161 
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17 

157 

331 

19 

163 

337 

23 

167 

347 

29 
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349 

31 

179 

353 

37 

181 

359 

41 

191 

367 

43 

193 
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47 

197 

379 

53 

199 

383 

59 

211 

389 

61 

223 

397 

67 

227 

401 

71 

229 

409 

73 

233 

419 

79 

239 

421 

83 

241 

431 

89 

251 

433 

97 

257 

439 

101 

263 

443 

103 

269 

449 

107 

271 

457 

109 

277 

461 


primi inferiori a 1500. 


659 

863 

1069 

1291 

661 

877 

1087 

1297 

673 

881 

1091 

130Ì 

677 

883 

1093 

1303 

683 

887 

1097 

1307 

691 

907 

1103 

1319 

701 

911 

1109 

1321 

709 

919 

1117 

1327 

719 

929 

1123 

1361 

727 

937 

1129 

1367 

733 

941 

1151 

1373 

739 

947 

1153 

1381 

743 

953 

1163 

1399 

751 

967 

1171 

1409 

757 

971 

1181 

1423 

761 

977 

1187 

1427 

769 

983 

1193 

1429 
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1201 

1433 

787 
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1213 

1439 
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1009 

1217 

1447 
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1013 

1223 

1451 

811 

1019 

1229 

1453 

821 

1021 

1231 

1459 

823 

1031 

1237 

1471 

827 

1033 

1249 

1481 

829 

1039 

1259 

1483 

839 

1049 

1277 

1487 

853 

1051 

1279 

1489 

857 

1061 

1283 

1493 

859 

1063 

1289 

1499 


numeri 

463 

467 

479 

487 

491 

499 

503 

509 

521 

523 

541 

547 

557 

563 

569 

571 

577 

587 

593 

599 

601 

607 

613 

617 

619 

631 

641 

643 

647 

653 
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Segniamo anzitutto l’unità, che non si vuol consi¬ 
derare come numero primo. 

Segniamo i multipli di 2, fuori di questa numiero. 

Seguiamo i multipli di 3, eccettuato questo nu¬ 
mero. Di questi, taluni come ad es. 6 e 12, sono già 
segnati, perchè multipli di 2; ma a questa circostanza 
non occorre por mente. 

Ora dovremmo segnare i multipli di 4 ; ma poi¬ 
ché 2 divide 4, esso 2 divide anche i multipli di 
questo numero. Dei multipli di 4 non occorre dun¬ 
que occuparsi, perchè sono già segnati. Questa osser¬ 
vazione è generale, epperò possiamo dire: i multipli 
di ogni numero, che sia stato seg-nafo sono già segnati. 

Ora dobbiamo segnare i mtiltipli di 6, fuori del 6. 
Codesti multii)li potremmo trovarli nella schiera dei 
numeri, contando di cinque in cinque; ma possiamo 
conoscerli anche col moltiplicare 6 per i numeri suc¬ 
cessivi 2, 3, 4.... Questi multipli sono dunque rappre¬ 
sentati da : 

6-2 6-3 6-4 6-6 6-6 ecc. 

I tre primi di questi numeri sono anche multipli ri¬ 
spettivamente dei numeri 2, 3, 4, epperò sono già 
segnati. D primo multiplo da considerare è quindi il 
prodotto 5-5 — 25, cioè il quadrato di 5. 

Ora siamo al 6. Dacché lo troviamo segnato, esso 
è multiplo di qualche numero minore, i cui multipli 
furono già segnati. Sono perciò ormai segnati anche 
i multipli di 6. 

Dei multipli di 7, diversi da 7, il primo da se¬ 
gnare è 49, perchè i prodotti di 7 per numeri min ori 
di 7 sono già segpiati. 

Possiamo anzi dire che tutti i numeri minori di 
49, che a tal punto dell’ operazione non sono segnati. 
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sono primi. Infatti, un numero minore di 49, che non 
sia primo, è necessariamente il prodotto di due fat¬ 
tori, dei quali uno almeno è minore di 7. In altre pa¬ 
role im numero minore di 49, che non sia primo, è 
multiplo [125J di un numero minore di 7 ; epperò al . 
pinato in cui ci troviamo con l’operazione, esso è già 
_ segnato. Questa osservazione è generale ; talché si 
può dire: quando Voperaziotie porta a segnare i mul¬ 
tipli di un nuovo numero primo, a quel putito si è 
certi essere primi tutti i numeri della tavola che non 
sono segnati e che sono minori del quadrato del numero 
primo. 

Nel nostro caso, arrivati al 41, che ci portava a 
segnare il numero (41 • 41), nugiero maggiore di 
1600, l’operazione fu compiuta. 

. l«6. Probi. Biconoscere se un numero dato sia 

primo 0 no. 

. Riool. Se il numero dato non supera il mag¬ 
giore segnato nella tavola dei numeri primi che si 
possiede, dalla semplice ispezione della tavola si co¬ 
nosce se esso è primo o no. 

Ma quando il numero dato superi il maggiore 
della tavola, allora bisogna dividerlo ordinatamente 
per i numeri primi ad esso inferiori. Se tutte queste 
divisioni danno resto, si può asserire che il dato nu¬ 
mero è primo, dacché si sa [161J che un numero che 
non sia primo ha almeno un divisore primo, il quale 
é naturalmente minore del numero dato. 

Per risparmiare di queste divisioni, giova notare 
che allorquando, adoperando divisori sempre più gran¬ 
di, si sia pervenuti ad uno col quale si sia trovato im 
quoziente minore del divisore, da quel pimto non 
sono necessarie altre divisioni, e si può conchiudere 
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che il numero dato è primo. Ad es., dividendo il nu¬ 
mero 2221 per i numeri primi successivi, si ottengono 
costantemente dei resti, e giunti al divisore 63, si 
uova il quoziente 41, minoro del divisore. A tal punto 
si può asserire che 2221 è primo, perchè, se esso 
fosse divisibile per un numero maggiore di 53, sa¬ 
rebbe divisibile [ 125] anche per il quoziente di questa 
divisione. Ma questo quoziente sarebbe minore di 41, e 
le prove fatte hanno ormai messo fuori di dubbio che 
il numero 2221 non è divisibile [161] per nessun nu¬ 
mero che sia minore di 53. 

Nel caso poi che il quoziente, che si ottiene di¬ 
videndo per il miiggiore dei numeri primi della tavola, 
sia maggiore del divisore, in questo caso bisogna di¬ 
videre il numero proposto per i numeri susseguenti 
all’ ultimo della tavola, tralasciando di adoperare quelli 
che per ima ragione o per l’altra si conoscano non 
primi. [162]. E basterà seguitare, se le divisioni con¬ 
tinuino a dar resti, fino a quella il cui quoziente è mi¬ 
nore del divisore con cui fu effettuata. 

Da quanto precede risulta che se il numero, dato 
da riconoscere se sia primo o no, sia un numero primo 
molto grande, oppure un numero composto, per il 
quale il minor divisore sia molto grande, l’operazione 
è laboriosissima. 

16V. Lemma. Se due numeri som entrambi mi¬ 
nori di un numero primo^ il loro prodotto non è divi¬ 
sibile per questo numero primo. 

nim. Supponiamo che a eb siano due numeri mi¬ 
nori entrambi di un numero primo p, e che il prodotto 
(a • b) sia divisibile per p. Ammettiamo inoltre che 
nessun numero minore di a, moltiplicato per 6, dia 
un prodotto divisibile per p. Se mai ci fossero numeri 
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minori di a, dotati di cotosta proprietà, per la dimo¬ 
strazione si dovrebbe prendere, in luogo di a, il mi¬ 
nore tra questi numeri. 

Ciò posto, si divida p per a. (*). Chiamiamo q il 
quoziente ed r il resto della divisione. Il quoziente- 
noq può esser zeì'o, perchè è p > a ; e neanche il 
resto r non può esser zero, perchè p è un numero 
primo, e perciò non è divisibile per a, che è minore 
di p e diverso dall’ unità. H resto r è poi necessaria¬ 
mente minore del divisore a. Tra i numeri p, a, q ed r 
sussiste 1 ’ eguaglianza [106] : 

P = a . 3 r. 

Moltiplichiamo i due membri di questa eguaglianza per 
il numero b ; otterremo prodotti eguali. Al momento 
poi di moltiplicare il secondo membro, dobbiamo ram¬ 
mentarci che, dovendo moltiplicare una somma per 
un numero, si può invece [73] moltiplicare le singole 
parti per il moltiplicatore e sommare i prodotti. Otte¬ 
niamo cosi : 

p-b = a'q-b-{-r-b, 
e quindi anche [881 : 

P ■ b = {a • h) q r • b. 

Ora si osservi che il numero j) divide [126] il 
primo membro (p • ò); e divide il numero (o • b) q, 
perchè, dividendo per ipotesi il prodotto (a • b), ne 
divide [137] anche il multiplo (a • b) q. Ma quando un 
numero divide una somma ed una parte, esso divide 
[139] anche 1’ altra parte; quindi p divide il prodotto 

(*) Con questa divisione si introduce nella dimostrazione 
l’ipotesi che p sia un numero primo; e s’introduce nella di¬ 
mostrazione nn numero minore di a, che serve infine a pro¬ 
vare che la supposizione che il prodotto (a • b) sia divisibile 
per p è inammissibile. 
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(y . It). Ma, essendo r <. a, ciò è contrario all’ipotesi 
che a sia il più piccolo numero il quale, moltiplicato 
per b, dà un prodotto divisibile per p. 

Essendo caduti in contradizione, conchiudiamo 
ohe non può darsi che il prodotto (a • b) sia divisi¬ 
bile per p ; e cosi resta provato che, ecc. 

i«8. Teor. Se un numero primo non divide nes¬ 
suno dei fattori di un prodotto, esso non divide nean¬ 
che il prodotto. 

Dlm. 1°. Considereremo prima il caso che i fat¬ 
tori siano due soltanto. Questo caso si suddivide in 
tre, secondo cioè che ambidue i fattori sono minori 
del numero primo od ambidue sono maggiori, od uno 
solo è maggioro del numero primo e l’altro è minore. 

Per il primo caso il teorema è già dimostrato, 
perchè si è fatto vedere [167] che il prodotto di due 
numeri entrambi minori di un numero primo non è 
divisibile per questo numero. 

Siano a 0 b due numeri, maggiori entrambi del 
numero primo p, e nessuno di essi sia divisibile per 
questo numero. Dico che il prodotto (a - b) non è 
divisibile per p. 

Si dividano a e b per p, e siano rispettivamente 
cedi resti delle divisioni. Codesti resti sono en¬ 
trambi minori di p, e sono diversi da ze)-o, perchè 
per ipotesi a eb non sono divisibili per p. 

Ora noi sappiamo [143] che, so due numeri si di¬ 
vidono per uno stesso divisore, il prodotto dei due nu¬ 
meri ed il prodotto dei resti, divisi per lo stesso divi¬ 
sore, danno resti eguali. Pertanto i due prodotti: 

a • b e c - d, 

divisi per p, danno resti eguali. Cosi, poiché il secondo 
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prodotto, diviso per p, dà resto diverso da zero [167], 
altrettanto si pnò dire del prodotto (a • h). E ciò è 
quanto d. d. 

Per il caso che uno solo dei numeri, ad es. il nu¬ 
mero a, sia maggiore di p, il numero b si può riguar¬ 
dare come resto della divisione di h per p, ed allora, 
poiché i prodotti : 

a ' h e c • ò, 

divisi per p, danno resti eguali [143], ed il secondo 
non è [167] divisibile perp, neanche il prodotto {a • b) 
non è divisibile per p. 

2 ®. È poi facilissimo estendere il teorema al caso 
di un prodotto di più di due fattori. Sia, ad es., il 
prodotto (a ‘ b - c • d • e - f), e nessuno dei fat¬ 
tori sia divisibile per il numero primo p. Dico che 
neanche il prodotto non è divisibile perp. 

Intanto per ciò che abbiamo appena dimostrato, 
il prodotto {a • b) non è divisibile per p. Ed ora, 
perchè p non divide, nè il numero ( a ■ i ), nè il nu¬ 
mero c, esso non divide neanche il loro prodotto 
( a • è • c ). E perchè il numero primo p non divide, 
nè il numero ( a • ò • c ), nè il numero d, esso non 
divide neanche il loro prodotto {a • b • c • d). Or¬ 
mai è paleso che neanche il prodotto dato non è di¬ 
visibile per p ; epperò resta dimostrato che, eco. 

109. Cor. 1®. Se un mmero primo divide un pro¬ 
dotto, esso divide uno almeno dei fattori. 

Dim. Infatti, se il numero primo non dividesse 
nessuno dei fattori, esso non dividerebbe [168] nean¬ 
che il prodotto. 

110. Cor. 3°. Un nunxero primo, che divide una 
potenza di un numero, divide anche questo numero. 
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Dlm. Infatti, poiché una potenza di un numero 
non è altro che un prodotto, i cui fattori sono tutti 
eguali a quel numero, e perchè un numero primo, 
che divide un prodotto, divide [169] almeno uno dei 
fattori, un numero primo, che divide una potenza, di¬ 
vide necessariamente anche la base. 

171. Cor. 3®. Se due numeri sono primi tra loro, 
due loro potenze sono anch’ esse prime tra loro. 

nim. Siano, ad es., i due numeri 13 e 20, che 
sono primi tra loro. Dico che due loro potenze, ad es. 
le due 13^ e 20'^, sono anch’ esse numeri primi tra loro. 

Supponiamo che non siano tali ; allora avranno 
im divisore primo comune p, dacché si è provato [163] 
che, se due numeri non sono primi tra loro, essi hanno 
almeno un divisore primo comune. D’ altra parte il 
numero primo p, che divide 13^ e 20'', divide anche 
13 e 20, perchè [170] un numero primo, che divide 
una potenza, ne divide la base. Ma allora 13 e 20 sono 
primi tra loro ed hanno un divisore comune. Ciò è 
assurdo. Conchiudiamo che in fatto, se ecc. 

173. Cor. 4®. Un numero primo, che divide un 
prodotto di fattori ptimi, è uguale necessariamente ad 
uno dei fattori. 

nim. Sappiamo [169] che un numero primo, che 
divido un prodotto, divide uno almeno dei fattori. 
Se questi sono numeri primi, il numero primo divide 
un fattore, che è primo. Ma in tal caso divisore e fat¬ 
tore sono eguali tra loro, perchè un numero primo 
non è divisibile che per se stesso e per l'unità. 

Decomposizione di un numero in fattori primi. 

173. Teor. Ogìii numero non primo è uguale ad 
un prodotto di fattori primi. 




— 104 — 

DUb. Sia n un numero qualunque non primo. 
Dico che esso si può ottenere moltiplicando tra loro 
dei numeri primi. 

Sappiamo [161] intanto che tra i divisori di h 
ce n’è uno almeno che è primo. Se indichiamo con p' 
questo numero primo che divide n, e con n' il quo¬ 
ziente della divisione, abbiamo : 

n — p' . n', (1) 

dimodoché possiamo dire in generale che un numero 
non primo si può mettere sotto forma di prodotto di due 
• fattori, dei quali uno almeno sia primo. 

Se il numero n' è primo, il numero n è già un 
prodotto di numeri primi. Supponiamo che n ' sia un 
numero composto. £sso si può allora decomporre in 
due fattori p" ed n", il primo dei quali sia certa¬ 
mente primo. Cosi, essendo : 

«' = p" ■ n", 
sostituendo nella (1), otteniamo: 

n = p' . n"), ossia [90]: 
n = p' . p" . n". 

Se n" non è primo, si potrà decomporlo in due 
fattori, uno dei quali sia primo. 

Cosi, continuando, si deve pervenire necessaria¬ 
mente ad un numero, per il quale tutti e due i fattori 
sono primi, perchè i quozienti successivi n', n", n'", ecc. 
sono ciascimo minore del precedente, e por conse¬ 
guenza la loro serie non può continuare senza fine. 
Quando si sia trovato un quoziente primo, l’operazione 
è compiuta, perchè si sono trovati dei numeri, tutti 
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primi, che moltiplicati tra loro producono il numero 
dato. 

Oss. La dimostrazione non suppone che i fattori 
primi siano tutti differenti tra loro. H medesimo fat¬ 
tore può figurare più volte nel prodotto. 

ITI. Tcor. Un numero non si può decomporre in 
fattori pimi che in una sola maniera. 

nini. Decomponendo un numero n in fattori pri¬ 
mi, supponiamo che si sia trovato essere*: 

n = 2 . 3 . 3 5 - 13. 

Proveremo che lo stesso numero n non si può decom¬ 
porre in fattori primi in un altro modo ; o in altre pa¬ 
role, che non può un altro gruppo di numeri primi dare 
ugualmente n per prodotto. 

Supponiamo che dei numeri primi, che rappre¬ 
senteremo con le lettere a,b,c,d..., moltiplicati tra 
loro, diano n. Egli è per conseguenza : 

2-3-3.6-13 = a • b ‘ c • d... 

Come si vede, 2 è un divisore del primo membro ; 
quindi esso divide anche il prodotto rappresentato dal 
secondo membro. Ma sappiamo [172] che, se un nu¬ 
mero primo divide un prodotto di fattori primi, esso 
è uguale ad uno dei fattori. Dunque uno dei numeri, 
raffigurati dalle lettere a, b, c,..., dev’ essere uguale 
a 2. Supponiamo che sia a = 2. Dividendo i due 
membri per a, si trovano quozienti eguali ; egli è [125] 
adunque : 

3.3.5.13 = ò.c.d.... 

Nello stesso modo si prova che un altro dei fat¬ 
tori del secondo membro, ad es. b, è uguale ad uno 
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dei fattori del primo membro ; sia, ad es., eguale a 3. 
Sopprimendo [ 125] poi questo fattore comune, si oV 
tiene : 

3-5 - 13 = c • d.... 

Cosi, seguitando, resteremo nel primo membro con 
un solo fattore, ad es. con 13. Poiché questo numero 
è primo, a quel punto nel secondo membro dovrà es¬ 
sere rimasto unicamente il numero 13. 

Non esiste dunque che un modo unico di decom¬ 
posizione di un numero in fattori primi. 

175. Noi abbiamo soltanto fatto vedere la possi¬ 
bilità di decomporre un numero in fattori primi ; ora 
si tratta di stabilire un processo per eseguire tale 
decomposizione. 

Per fermare le idee, proponiamoci di decomporre 
in fattori primi il numero 26480. 

Sappiamo [162] che il più piccolo dei divisori di 
un numero è un numero primo ; è quindi naturalo di 
provare successivamente i numeri primi 2, 3, 5... . 
fino a che si sia trovato quello, che divido il numero 
dato esattamente. Sappiamo [166] che, se tutte le 
divisioni lasciano residuo, giunti a quella il cui quo¬ 
ziente è minore del corrispondente divisore, possiamo 
arrestarci e conchiudere che il dato numero è primo. 

Nel nostro caso, il numero proposto è divisi¬ 
bile per 2 ; e poiché 12 740 é il quoziente, si può 
scrivere : 

26480 = 2 • 12740. 

Intanto vediamo che 2 é uno dei fattori richiesti ; 
12740 é il prodotto di tutti gli altri. La difficoltà é 
dunque ridotta a decomporre 12740. Anche questo 
numero é divisibile per 2 ; risultando 6370 per quo- 
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zìente, si ha 

12740 = 2 - 6370. 

Sostituendo, si ottiene : 

2B480 = 2 (2 - 6370), ossia [90]: 
26480 = 2 . 2 - 6370. 

Se 6370 fosse primo, l’operazione sarebbe com¬ 
piuta ; non essendo cosi, la difficoltà è ridotta a de¬ 
comporre questo nuovo quoziente. H profcesso è ormai 
palese. Seguitando si perviene ad un ultimo quoziente 
primo, e allora 1’ operazione è compiuta. Nel nostro 
caso r ultimo quoziente è 13, e si ha : 

26480 = 2 • 2 • 2 • 6 - 7 - 7 . 13. 


L’ operazione si dispone di solito come si vede 


2 

2 

2 

6 

7 

7 

13. 


qui a canto. 



Nella colonna a sinistra sono 

264 

80 

scritti i successivi quozienti ; a 

127 

40 

destra della linea stanno i suc¬ 

63 

70 

cessivi divisori primi. 

31 

86 

136. Oss. 1*. Dappoiché in 

6 

37 

un prodotto ad alquanti fattori si 


91 

può [88] sostituire il loro prodotto 


13 

effettuato, l’ultima eguaglianza 



si può scrivere nel modo seguente : 



26480 = (2 . 2 - 2) 6 (7 

• 7) 

13, 

oppure [93] : 



26480 = 2» • 6 • 7* • 

13. 



(Veramente il numero 26480 cosi è decomposto in 
potenze di fattori primi, anziché in fattori primi ; 
ma cosi si riconosce anche più agevolmente quali e 
quanti siano questi fattori). 
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177. Osii. a*. È manifesto che ciascuno dei quo¬ 
zienti, che si calcolano quando si decompone un nu¬ 
mero in fattori primi, è multiplo del quoziente suc¬ 
cessivo. Per conseguenza un numero, che non divida 
uno dei quozienti, non divide [137] neanche il quo¬ 
ziente che segue. Epperò quando, ad es., si sia ricono¬ 
sciuto che 13 è il minor numero primo che divide imo 
dei quozienti, allorché si cercherà il minor numero 
primo che divide il quoziente che segano, si comincerà 
a provare il numero 13. 

178. Ons.' 3*. È manifesto che, quando tra i fat¬ 
tori pruni di un numero ce ne sia uno maggiore del più 
grande di quelli della tavola di numeri primi che si 
possiede, ed anche quando ce ne siano due, che pur 
non superando questo limite, siano piuttosto grandi, 
la decomposizione di quel numero in fattori primi è 
una operazione molto laboriosa. [166]. 

Metodo per trovare i divisori di un numero. 

179. Teor. Affinchè un numero divida un altro è 
necessario e sufficiente ch’esse sia composto con soli fatimi 
primi del dividendo. 

l>lm. Supponiamo che il numero m sia divisibile 
per n, e che sia q il quoziente ; cosi è : 

m = n ■ q. 

1“. Imaginiamo ora che tutti e tre i numeri m, n 
e q siano decomposti in fattori primi. Poiché, per 
moltiplicare per un prodotto, si può [90] moltiplicare 
successivamente per i singoli fattori, possiamo dii-e che 
il prodotto di tutti i fattori primi dati dalla decom¬ 
posizione dei numeri n e q è uguale al prodotto dei 
fattori primi in cui é decomposto il numero m. E per- 
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che ua numero non si può [174] decomporre in fattori 
primi che in un modo soltanto, possiamo diro ohe 
tutti i fattori del divisore n si trovano tra quelli del 
dividendo m. Da ciò si couchiude che una condizione 
necessaria, perchè un numero divida un altro, è que¬ 
sta che il divisore sia composto con soli fattori primi 
del dividendo. 

2”. Questa condizione è poi sufficiente. Siano in- 
fattii numeri wi = ( 2^ • 3 • 7* • 11 ) ed « = (2® • 7*), 
il seeondo dei quali è composto con soli fattori primi 
deU’ altro. Si tratta di provare che ?n è divisibile per n. 
A tale intento, fondandoci sul teorema che in un pro¬ 
dotto ad alquanti fattori si può sostituire il loro pro¬ 
dotto efiettuato [88], separiamo da prima i fattori del 
dividendo in due gruppi, e in modo che uno di questi 
sia formato con gli stessi fattori del divisore. In questa 
guisa il dividendo assume l’aspetto : 

m = i2^ ■ 7^){2* . 3 . 11). 

Ed ora, poiché un fattore di m è uguale ad w, è palese 
[126] che la divisione del primo dei numeri dati per il 
secondo non dà nessun resto. 

Osa. La condizione necessaria e sufficiente, perchè 
un numero sia divisibile per un altro, si può anche 
esprimere dicendo che : Ogni fattore pi'imo del divisore 
si deve trovare nel dividendo ripetuto almeno tante volte 
quante nel divisore: od anche : Pei-chè un numero sia divi¬ 
sibile per un altro, bisogna che esso contenga ogni fattore 
primo del divisore con esponente uguale o maggiore. 

180. Probi. Trovare tutti i divisoti di un nu¬ 
mero dato. 

RIsol. Sia dato, ad es., il numero 4200, e propo¬ 
niamoci di trovare tutti i divisori di questo numero. 
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Decomponendolo intanto in fattori primi, si trova : ' 
4200 = 2® • 3 • 5* • 7. 

Sappiamo che un numero è divisore di 4200 sol¬ 
tanto se sia composto con fattori primi di questo nu¬ 
mero ; perciò la difficoltà si riduce a formare coi fat¬ 
tori primi del numero dato tutti i gruppi (prodotti) 
dmerenti possibili. Per formare tutti questi g;ruppi, 
senza ripeterne nè tralasciarne alcuno, scriviamo in¬ 
tanto la tabella qui a canto. ( Non 
occorre spendere parole per fare 
conoscere con quale norma sia 
stata composta). 

Ciò fatto, si moltiplichino tut¬ 
ti i numeri della prima riga tras¬ 
versale per ciascuno dei numeri della seconda ; si ot¬ 
tengono con ciò i prodotti : 

1, 2, 2*, 2®, 3, 2-3, 2* • 3, 2® • 3. 

Ed ora moltiplicheremo tutti questi prodotti per 
ciascuno dei numeri della terza riga; e poi tutti i 
nuovi prodotti per ciascuno dei numeri della quarta 
riga. Gli ultimi prodotti sono tutti i divisori del nu¬ 
mero dato. 

Affine di persuaderci di questo osserviamo che : 

1 . Tutti i prodotti cosi ricavati sono divisori del 
numero dato, perchè [179, 1"] sono composti con più o * 
meno de’suoi fattori primi. 

2®. Tutti questi prodotti sono differenti. Infatti, 
quando nel formarli si muta il solo moltiplicando, in 
quel caso si ottengono naturalmente risultati disu¬ 
guali. Quando poi si ripiglia a moltiplicare gli stessi 
numeri per un nuovo moltiplicatore, allora si otten¬ 
gono, prodotti necessariamente diversi dai precedenti 


1 2 2 * 2 ® 
1 3 

16 6 * 

1 7 
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perchè il moltiplicatore introduce nei prodotti un 
nuovo fattore primo. [174J. 

3*. Resta a provare che nel modo indicato si ot¬ 
tengono veramente tutti i divisori del numero propo¬ 
sto. A tale intento formiamo un suo divisore arbitra¬ 
riamente, prendendo più o meno de’suoi fattori primi ; 
ad es. si consideri il divisore (2 • 6* ■ 7 ). Codesto di¬ 
visore si trova necessariamente tra quelli ottenuti col 
processo adoperato. Intanto, tra i prodotti avuti ado¬ 
perando i numeri delle due prime righe c’è il 2; 
e per l’appimto lo si è ottenuto moltiplicando il 
secondo numero della prima riga per il primo della 
seconda. Più tardi, quando si moltiplicarono i pro¬ 
dotti, or ora accennati, per i singoli numeri della 
terza riga, tra gli altri risultò il prodotto (2 • 6*). 
Finalmente, quando si moltiplicarono i nuovi pro¬ 
dotti per i numeri dell’ ultima fila, si trovò anche il 
divisore (2 • 6* • 7). 

Resta cosi dimostrata Inseguente: 

Resrola. Per formare tutti i divisori di un numero, 
io si decompone in fattori primi, e si scrive una taòella di 
numeri composta di tante linee trasversali, quanti sono i 
fattori primi differenti. A ciascun fattore primo corri¬ 
sponde una riga, e questa comincia con l’unità, che è poi 
seguita dalle potenze successive del fattore pi imo, fino a 
quella che figura nel numero proposto. Quindi si moltipli¬ 
cano tutti i numeri della prima riga per tutti quelli della 
seconda, poi i risidtati si moltiplicano per i singoli nu¬ 
meri della terza riga, e così di seguito, fino ad avere ado¬ 
perata r ultima riga della tavola. Gli idtimi prodotti sono 
i divisori del numero dato. 
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Massimo cornuti divisore. 

181< Alquanti numeri dati possono avere parec¬ 
chi divisori comuni ; il più grande di questi si dice il 
wja.v^/wio comiin diviswe di quei numeri. 

È molto facile trovare il massimo comun divisore 
di quanti si vogliano numeri dati, se questi siano de¬ 
composti in fattori primi. 

Basta infatti riflettere che ogni divisore di un 
numero è composto [179] con fattori primi di questo 
numero, per comprendere che un divisore comune di 
parecchi numeri dev’ essere composto con fattori primi 
comuni a questi numeri, e che nessun fattore può avere 
esponente maggioro di quello da cui è affetto nel nu¬ 
mero, dove si trova con esponente minore. Da queste 
considerazioni emergo la: 

Resola. Si foì-ma il massimo comun divisole di 
quanti si vogliano numeri, facoido il prodotto dei loro fat¬ 
tori jynmi comuni, prendendo ciascun fattore con espo¬ 
nente cignale a quello, eh' esso porta nel numero, in cui è 
affetto da esponente minore. 

Es. Siano i numeri ( già decomposti in fattori 
primi ) : 

2® • 6* • 11, 2* • 6» • 11 • 29, 2^ • 6 • 29. 

I soli fattori primi comuni sono 2 e 6. Il primo ha 
2 per minoro esponente, l’altro l’unità. Secondo la re¬ 
gola precedente il massimo comune divisore è : 

2 * • 6 = 20 . 

Che realmente siasi ottenuto in tal modo il 
massimo comun divisore, lo si argomenta da ciò 
che, qualora il fattore 2 si fosse preso con esponente 
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maggiore, il numero risultante non sarebbe stato un 
divisore [179J del secondo dei numeri dati. Quando 
ai fosse preso maggiore l’esponente di 6, si fosse pre¬ 
so, ad es., (2* • 5*), il numero ottenuto non sarebbe 
stato un divisore del terzo dei numeri dati. Ove si fosse 
preso il fattore 11, il numero non sarebbe stato un 
divisore del terzo ; ecc. E se si introducesse un numero 
primo, diverso da quelli che dividono l’pno o l’altro 
dei numeri dati, il numero che si otterrebbe non di¬ 
viderebbe nessuno dei numeri dati. Dunque ( 2 * * 6 ) 
è veramente il massimo comune divisore richiesto. 

Minimo comune multiplo- 

Moltiplicando quanti si vogliano numeri tra 
di loro, si ha nel prodotto un loro multiplo comune ; 
e in generale si dice multiplo comune di parecchi nu¬ 
meri dati ogni numero divisibile per ciascuno di essi. 

E perchè, se un numero è divisibile per parecchi 
altri, questi dividono [125J anche ogni multiplo del pri¬ 
mo, la serie dei multipli comuni di alquanti numeri 
è illimitata. Fra tutti questi multipli ve n’ ha natural¬ 
mente uno di più piccolo, che si dice minimo comune 
multiplo dei numeri dati ; ora si tratta di stabilire un 
processo per determinarlo. 

Prendiamo, per fermare le idee, i seguenti nu¬ 
meri, già decomposti in fattori primi, : 

2® - 3 • 11, 2 • 3* • 7, 3 • 7* • 13®. 

Poiché questi numeri devono essere divisori del 
numero che si ricerca, essi devono [179] essere com¬ 
posti con più 0 meno fattori primi di questo numero. 
Volendo eh’ esso riesca il più piccolo possibile, lo for¬ 
meremo operando come indica la seguente : 

Resola. Pei' formare il minimo comune multiplo 

8 
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di quanti si vogliano numeri decomposti in fattori primi, 
si fa il prodotto di tutti i fattori differenti, attribuendo 
a ciascun fattore V esponente maggiore da cui è affetto 
nei numetn dati. 

Nel caso nostro il minimo comune multiplo deve 
essere ; 

2» • 3* • 7* • 11 • 13^, 

ed è facile persuadersi. Infatti, qualora si fosse om- 
messo, ad es., il fattore 11, esso non sarebbe riuscito 
multiplo del primo dei numeri, dati. Se al fattore 2 
avessimo dato un esponente minore di 3, non avrem¬ 
mo ottenuto un multiplo del primo numero ; e cosi via. 

183. Oss. Dal lato teorico le regole, che abbia¬ 
mo trovate per la determinazione del massimo comun 
divisore e del minimo comune multiplo di quanti si 
vogliano numeri dati, nulla lasciano a desiderare. Non 
si può dire altrettanto relativamente alla semplicità 
dei calcoli, perchè la decomposizione di im numero 
in fattori primi può essere una operazione estrema- 
mente laboriosa. [178]. Nel capitolo seguente vedre¬ 
mo oltre regole per calcolare il massimo comun divi¬ 
sore e il minimo comune multiplo, o queste indipen¬ 
denti dalla decomposizione in fattori primi. 


Esercizi. 

38 . Un numero primo è primo con ogni altro che non sia suo 
multiplo. (Se di due numeri uno è primo, quali sono i di¬ 
visori comuni possibili ? Ecc.). 

39 . Due numeri consecutivi sono primi tra loro. (La loro dif¬ 
ferenza è l’unità. [1891 ). 

40 . Due numeri dispari consecutivi souo primi tra loro. 

41 . Qualunque divisore di un numero è primo col numero suc¬ 
cessivo. 
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42. Se la somma di due numeri è un numero primo, i due nu¬ 
meri sono primi tra loro. [186]. 

43 Se due numeri sono primi tra loro, sono primi anche con 
la loro somma e con la loro differenza. 

44. La somma e la differenza di due potenze di due numeri 
primi tra loro sono primo con ciascuno di questi due numeri. 

45. Se la differenza di due numeri è un numero primo, essi 
sono o multipli di questo numero, o primi tra loro. 

46 . Se un numero p divide il numero che si ottiene ag¬ 
giungendo l’unità al prodotto di tutti i numeri minori 
di p., quel numero è primo. (Ad es., 7 divide il numero 
2-3 4 6 6 -1- 1 ; perciò 7 è primo. Infatti, ove 7 non 
fosse primo, uno dei numeri 2, 8... 6 dovrebbe dividere 7, 
e quindi anche il suo multiplo 2- 8-4-6-6-(- 1,... [139]). 

47. Ogni numero non divisibile per 8 è uguale a un multiplo 
di 8 aumentato o diminuito di una unità. 

48. Ogni numero dispari è uguale a un multiplo di 4 aumen¬ 
tato o diminuito di una unità. 

49 . Ogni numero primo, che sia maggiore di 3, è uguale a un 
multiplo di 6, aumentato o diminuito di una unità. 

50. Dati due numeri decomposti in fattori primi, come si ri¬ 
conosce se essi sono primi tra loro ? [179]. 

51. Quale condizione deve sodisfare un numero, affinchè sia 
primo con 1000? e in generale con un numero scritto con 
l’unità e zeri? (Quali sono i divisori primi di ogni numero 
cosi fatto ? ). 

52. Scritti i primi 1000 numeri, quali bisogna cancellare, affin¬ 
chè rimangono quelli che sono primi con 1000? Quanti 
sono adunque i numeri da 1 a 1000, primi con 1000? 

53. Quando due numeri sono primi con 10, la somma od al¬ 
trimenti la differenza dei loro quadrati è divisibile per 10. 
(Quale può essere la cifra delle unità di un numero primo 
con 10? Con quale cifra può terminare allora il quadrato 
di questo numero?). 

54. Dimostrare che un numero, che sia primo con tutti i fat¬ 
tori di un prodotto, è primo altresi col prodotto. (Ammet¬ 
tendo ohe il numero dato e il prodotto non siano primi 
tra loro, bisogna ammettere... (163]. Ma un numero pri¬ 
mo... 1169]. Mà allora il numero dato ed uno dei fattori 
avrebbero un divisore...;. 
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55. Dimostrare che, se un numero è primo con un prodotto, 
eeso è primo altresì con ciascuno dei fattori. (Ammettendo 
che il numero ed nn fattore non siano primi tra loro, si 
trova ohe il loro divisore comune dovrebbe dividero [187J 
anche il prodotto. Ma allora il numero dato ed il prodotto 
non sarebbero...). 

56. So duo numeri sono primi tra loro, la loro somma e il loro 
•prodotto sono pure primi tra loro ; e cosi la loro differenza 
ed il prodotto. 

57. Dalla regola 180 si deduca quella per determinare a priori 
il numero dei divisori di un numero dato, supponendo che 
codesto numero sia decomposto in fattori primi. 

58. Si trovino i divisori dei numeri 860, 504,4620,17640,16632. 

59. Determinare a prioTi il numero dei divisori dei numeri 
del precedente esercizio. 

60. Biconoscere che i numeri 28, 496, 8128 sono perfetti. (Un 
numero è detto perfetto, quando è uguale alla somma di 
tutti i suoi divisori, escluso da questi il numero stesso). 

61. Biconoscere che i due numeri 284 e 220 sono amicabili, 
che ciascuno, cioè, è uguale alla somma dei divisori del¬ 
l’altro. 

62. Trovare i divisori di 42*. (Si badi al teor. 170). 

63. Trovare il più piccolo numero che ha 11 divisori, ed il più 
piccolo che ammette 12 divisori. (Si sa che il numero dei 
divisori si ottiene... [57]. Si decomporrà in fattori il nu¬ 
mero dei divisori, che deve avere il dato numero ; poi di¬ 
minuendo di una unità ciascuno dei fattori, si ottengono 
gli esponenti. Besta a scegliere i fattori primi (le basi) in 
modo che il numero risultante sia il più piccolo possibile). 

64. Trovare il più piccolo numero ohe ha 81 divisori. 

65. Qnale'è la condizione perchè il numero dei divisori di un 
numero sia dispari ? 

66. Trovare il più piccolo numero che è divisibile per 16, e che 
ha 20 divisori. 

67. Dimostrare che, se i divisori di un numero sono schierati 
in ordine di grandezza, cominciando con l’unità e termi¬ 
nando col numero stesso, il prodotto di due divisori equi¬ 
distanti dagli estremi è uguale al numero dato. (Basta os¬ 
servare ohe, dividendo un numero dato per un suo diviso¬ 
re, si ha per quoziente un altro divisore). Ma dacché i di- 




visori sono cosi coningati, come è ohe il loro numero può 
essere dispari? 

68. Di Giostrare che og^i divisore comune di alquanti nnpueri 
divide il loro massimo comun divisore, e che' og^i loro 
multiplo comune è multiplo del loro minimo comune mnl> 
tiplo. 

69. Dimostrare che il massimo comun divisore di due numeri 
non muta, se si divide uno dei due numeri per un suo di¬ 
visore che sia primo con l'altro numero. (Si può fondarsi 
sui teoremi 179,174). 

70. Dimostrare che il minimo comune multiplo di due numeri 
è ugnale al loro prodotto diviso per il loro massimo co- 
mnn divisore. (Si osserverà che il minino comune mul- 
plo è composto coi fattori primi rimasti dalla composi- 
rione del massimo divisore comune ). 

71. Se un numero a non è divisibile per un numero primo p, i 
multipli successivi di a, fino a quello ottenuto col molti¬ 
plicatore p — 1, divisi per p, danno resti disuguali. (Sup¬ 
poniamo che due dei multipli, ad es. i due a . 16 ed a • 9, 
diano resti ugnali. Sottraendo dai due multipli il resto, si 
hanno risultati divisibili per p, e la loro differenza ( che è 
poi nel tempo stesso [69| la differenza tra a • 16 ed a 9) 
è anch'essa divisibile per p. La differenza dei due 
multipli di a è poi il prodotto di a per uu numero minore 
di p, e poiché p è primo e non divide a, nè l’altro fattore, 
esso non può [168] neanche dividere il prodotto. Ecc.). 




CAPITOLO Vili 


MASSIMO COMUN DIVISORE 
MINIMO COMUNE MULTIPLO 


Metodo, detto delle divieioni successive, 
per la determinazione del massimo comun divisore. 

La ricerca del massimo comun divisore di duo 
numeri si può fondare sui teoremi seguenti. 

184. Teor. Se il maggiore di due ìiumei'i è divi¬ 
sibile per V altro, il massimo comun divisore dei due 
numeri è uguale al minore. 

Dlm. Siano dati due numeri a, h, e il primo sia 
divisibile per il secondo. Dico esser h il loro massimo 
comun divisore. 

Infatti h è intanto un divisore comune, perchè, 
oltre che dividere a, divido se stesso. È poi il mas¬ 
simo comun divisore, perchè un numero maggioro 
di b non può esser divisore di b, e quindi neanche 
un divisore comune dei numeri dati. 

185. Teor. Se il maggiore di due numeri non è 
divisibile per l’altro, i due numeri hanno lo stesso mas¬ 
simo comun divisore che il minore di essi e il resto 
della loro divisione. 

Oim. Siano a e b due numeri dati; sia a il mag¬ 
giore ; e sia c il resto della divisione di a per b. Dico 
che il massimo comun divisore di a e ò è ad un tempo 
il massimo comun divisore dei numeri b e c. 
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Indichiamo con m il massimo comun divisore di 
a oh. Intanto il numero m, poiché divide a e 6, cioè 
il dividendo e il divisore d’una divisione, divide [140] 
anche il resto c. H numero m è dunque un divisore 
comune dei numeri beo. Ma esso è anche il massi- 
tno divisore comune di questi numeri, giacché nes¬ 
sun numero n, maggioro di m, potrebbe dividere ad 
un tempo h e c. Infatti, se n dividesse questi numeri, 
allora, poiché dividerebbe il divisore e il* resto d’una 
divisione, esso dividerebbe [141] anche il dividendo a; 
e cosi i numeri a e é avrebbero un divisore comune n 
maggiore del loro massimo comun divisore; il che è 
assurdo. Resta dunque provato che, se ecc. 

186 . Proponiamoci ora di determinare il massimo 
comun divisore di due numeri, ad es. quello di 7524 
e 918. 

Avendo presente il teorema: Se il minore di due 
numeri divide l’altro, esso è il massimo comun divi¬ 
sore dei due numeri dati [184], ci troviamo indotti a 
dividere 7624 per 918, pensando che, se mai la di¬ 
visione riesce senza residuo, in tal caso il massimo- 
comun divisore, che si cerca, è lo stesso 918. Ma, 
effettuando la divisione, si trova il resto 180. L’ope¬ 
razione ha fatto capire non essere 918 il numero ri¬ 
chiesto ; però possiamo profittare del resto 180, giac¬ 
ché si sa [185] che il massimo comun divisore di due 
numeri coincide con quello del minore dei due e del 
resto della loro divisione. La questione non è mu¬ 
tata; ma invece di dover operare coi due numeri 
7524 e 918, si ha da risolvere la questione stessa sui 
numeri 918 e 180. In luogo del maggiore dei duo dati 
é subentrato nell’operazione un numero più piccolo 
del minore. 
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Dacché la difficoltà è ridotta alla ricerca del mas¬ 
simo comun divisore dei due numeri 918 e 180, di¬ 
videremo il primo per il secondo, pensando da capo 
che, se la divisione riuscirà esattamente, essa varrà 
a provarci che 180 è il numero che si cerca; lad¬ 
dove, se la divisione finirà con resto, se ne potrà 
trair profitto. Avviene per l’appunto il secondo caso ; 
■ 18 è il resto della divisione. Cosi il problema è ri¬ 
dotto alla ricerca del massimo comun divisore dei due 
numeri 180 e 18. 

Seguitando con-questo processo, si deve pervenire 
necessariamente a una divisione il cui resto sia zero, 
perchè ciascuno dei resti è minore del procedente, e 
per conseguenza la serie dei resti non può seguitare 
senza fine. D divisore dell’ ultima divisione è il mas¬ 
simo comun divisore dei numeri dati. [184J. 

Da queste considerazioni si ricava la : 

Reirola. Per determinare il massimo comun divi¬ 
sore di due numeri, si divide il maggiore per il minore, 
poi il minore per il resto della divisione, e così si con¬ 
tinua a dividete ciascun divisore per il resto corrispon¬ 
dente, sino a che si trovi un resto che divida esattamente 
quella che lo precede. Questo ultimo resto è il massimo 
comun divisore dei due numeri dati¬ 
li operazione si suol disporre come si vede nella 


8496 

7488 

2 

3 

1 

2 

2 

3744 

3024 

1008 

720 

720 

676 

288 

288 

144 

1008 

720 

288 

144 

0 



annessa tabella, formata cercando il massimo comun 
divisore dei numeri 8496 e 3744. 
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Si è diviso 8496 per 3744. Il quoziente 2 si è 
scritto sopra del divisore, e il resto 1008 fu poi scritto 
nuovamente a destra del divisore. 

Dividendo 3744 per 1008, si è trovato 3 per quo¬ 
ziente, e il resto 720 fu poi scritto a destra del divi¬ 
sore. Cosi, seguitando, si pervenne alla divisione di 
288 por 144. Poiché questa non ha dato* resto, si è 
conchiuso che 144 è il massimo comun divisore dei 
numeri 8496 e 3744. 

Teoremi relativi al massimo comun divisore- 

187. Teor. Ogni divisore comune di due numeri 
divide il loro massimo comun divisore. 

Dim. Supponiamo che, applicando il metodo 
delle divisioni successive per la determinazione del 
massimo comun divisore di due numeri a e b, si siano 
trovati successivamente i resti c, d, e, f. L’ ultimo re¬ 
sto /" è il massimo comun divisore dei numeri a e b. 
Dico che un numero m, che divida a e b, divide an¬ 
che il loro massimo comun divisore f. 

A tal fine si scriva la tabella seguente, dove si 
vedono in una stessa riga dividendo, divisore e resto 


di ciascuna divisione. 

Dividendi Divisori Hesti 
a b c 

b c d 

c de 

d e f 

e f — 


Poi si osservi che il numero m, poiché divide a e b, 
divide anche c, appunto perchè [140] ogni numero, 
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che divide dividendo e divisore, divide anche il reato 
della divisione. 

Ma poiché m divide b e c, esso divide [ 140] an ' 
che d, resto della loro divisione. 

Cosi, continuando, si arriva a conohiudere ohe U 
numero m divide anche f ; per l’ appunto c. d. d. 

188. Oss. L’inverso del teorema or ora dimo¬ 
strato è questo : un numero, che divide il massimo co- 
mun divisore di due altri, divide anche questi numeri 
Questi ultimi infatti sono multipli del loro massimo 
comun divisore, e si sa [137] che un numero, che divide 
un altro, ne divide ogni multiplo. 

189- Teor. Moltiplicando dtie nutnei i per un terso 
il loro massimo comun divisore viene moltiplicato jter qice. 
sto terso numero. 

Dlm. Supponiamo che, applicando il metodo delle 
successive divisioni per la determinazione del massimo 
comun divisore di due numeri a e 6, si siano trovati 
successivamente i resti c, d, e, f. L’ultimo resto f b il 
massimo comuu divisore. Ora si tratta di dimostrare 
che, so si moltiplicano i due numeri a e b per un 
terzo m qualunque, il massimo comun divisore dei pro¬ 
dotti (a • m) e (b • m) è il prodotto {f • m). (*). 


Dividendi, divisori, 

resti. 

Dividendi, 

divisori. 

resti. 

a b 

c 

am 

bm 

cm 

b c 

d 

bm 

cm 

dm 

c d 

e 

cm 

dm 

em 

d e 

f 

dm 

em 

fm 

e f — 

i 

TI_.S-A.. s* • 

em 

f m 

— 


(*i II prodotto di numeri, rappresentati da lettere, si in¬ 
dica ordinariamente scrivendo le lettere una dopo l’altra, 
omettendo il punto, segno di moltiplicazione. E cosi faremo 
anche noi d’ora in avanti. 
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• andò di voler determinare il massimo oo- 

^r^fsore dei prodotti amebm mediante il me- 
divisioni successive, dobbiamo anzitutto 
ner bm. Ma poiché, dividendo a per b, si 
per resto c, la divisione di a m per òm darà 
* ' cm ri24]- Similmente si riconosce che i resti 

P^'/ptlivi sono dm, em, fm. Ed/^m è 1’ultimo resto. 
rStti poiché dividendo c per f si é trovato per resto 

dividendo e m per fm, si deve [ 124] trovare per 
tò (0 ■ m), cioè Adunque fm è il massimo co- 
mun divisore dei prodotti a m, bm-, per l’appunto c. d. d. 

190. Teor. Divìdendo dne nummi per un loro divi¬ 
gore comiinc, il massimo comun dhism e viene anch’ esso 

diviso pei-lo stesso numm o ' 

Dim. I due numeri a, b siano divisibili per d. 
Sappiamo [187] che anche il loro massimo comun di¬ 
visore m é divisibile per d. Indicliiamo rispettiva¬ 
mente con p, q eà ni quozienti delle divisioni di a, 
é ed w per d. Si deve provare che il massimo comun 
divisore dei numeri p e g è il numero n. 

Intatti, poiché moltiplicando p e g per d si ot¬ 
tengono i numeri a o é, il massimo 
comun divisore dei numeri p e q a, b, m. 

dove essere [189] tal numero che, p, q, n. 

moiti])licato per d, dia per prodotto 
m. Ma il numero, che gode tale proprietà, é appunto n, 
perché osso é il quoziente della divisione esatta di m 
por d. Cosi rosta provato che, eco. 

191. Cor. Dividendo due numeri pm- il loro mas- 
simo comun divisore, si ottengono quozienti che sono primi 
tra loro. 

Dim. Infatti, se si dividono due numeri a e b 
per il loro massimo comun divisore wi, si ottengono 




— 124 — 

due quozienti, il coi massimo comun divisore è [190] 
il quoziente di m per m, cioè l’unità. I due quozienti 
sono dunque primi tra loro, c, d. d. 

109. Teor. JJn numero, che divide il prodotto di 
due altri ed è primo con uno dei fattori, divide necessaria¬ 
mente V altro fattore. 

Dlm. Il numero m divida il prodotto ah e sia 
primo con a. Proveremo che m divide necessariamente 
l’altro fattore h. 

Intanto, poiché a ed m sono primi tra loro, l’unico 

e quindi anche il mas* 
simo loro divisore co¬ 
mune è l’unità. Se mol¬ 
tiplichiamo questi due 
numeri per b {che è il 
secondo fattore del pro¬ 
dotto dato), i due prodotti aheàmb hanno (1 • 6), 
cioè b, por massimo comun divisore ; e ciò per il teo¬ 
rema; quando due numeri vengono moltiplicati per 
un terzo, anche il loro massimo comun divisore viene 
moltiplicato per questo terzo numero. [1891. . 

Osserviamo ora che il numero m divide i due 
prodotti a ò ed mh\ il primo por ipotesi, il secondo ma¬ 
nifestamente. [126]. Ma quando un numero divide due 
altri, esso divide [187] anche il loro massimo comun 
divisore; perciò m divide b, come d. d. (*). 

(*) So il numero m, che divide il prodotto ab, è primo, al¬ 
lora esso, o divide il primo fattore, od altrimenti è primo con 
questo, e in questo caso esso divide necessariamente [192] l’al¬ 
tro fattore. Il teorema 169 è dunque un caso particolare del 
teorema fondamentale 192. Cosi, dappoiché tutte le proposi¬ 
zioni del presente capitolo furono dimostrate indipendente¬ 
mente da quelle del capitolo ohe precede, possiamo dire che la 
teoria dei numeri primi, invece che sul teorema d’EuciaoE di- 


m 


ab 


mb 


1 • b 
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i 93 . Teor. Se un numero è ditnsibile per due al¬ 
tri, cJie eiano primi tra loro, esso è anche divisibile per 
il prodotto di questi numeri. 

Dim. Il numero n sia divisibile per a e per b ; e 
questi numeri siano primi tra loro. Dico ohe « è divi¬ 
sibile per il prodotto a b. 

Intanto, chiamando p il quoziente della divisione 
di n per a, si può scrivere : 

« = ap. 

Ora, poiché b divide n, cioè il prodotto ap, ed è 
primo con o, esso divide [ 192] l’ altro fattore p. Detto 
q il quoziente della divisione di p per ò, possiamo 
scrivere : p = bq. 

Sostituendo questo valore di p nel valore di n, 
otteniamo [90] : 

n = abq, ossia [88]: 

n = (ab) q. 

Cosi è reso manifesto che n è divisibile [126] per il 
prodotto a b, come d. d. 

19-». Teor, Un numero divisibile per parecchi altri, 
primi tra loro a due a due, è divisibile anche per il pro¬ 
dotto di questi numeri. 

Dim. Il numero n sia divisibile per parecchi nu¬ 
meri a,b,c,d...,i quali siano primi tra loro a due a 
due. Dico che n è divisibile per il prodotto abcd . . . 

Detto p il quoziente della divisione di n per a, 
possiamo scrivere: n = ap. (1) 

mostrato nei §§ 167 e 168, avremmo potuto fondarla sull’algo¬ 
ritmo [186], die serve a determinare il massimo comun divisore. 

Ben guardando però si può riconoscere che i due metodi 
non differiscono sostanzialmente; e valga per prova questo 
che, imitando la dimostrazione del Ij 167, si può dimostrare il 
teorema del 192. 
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Ora, perchè h divide n, cioè il prodotto u p, ed è primo 
con a, esso divide [192] il fattore p. Detto q il quo¬ 
ziente della divisione, possiamo scrivere: 

p = bq. (2) 

E perchè c divide «, cioè il prodotto a p, ed è primo 

con a, esso [192] dividep, cioè il prodotto bq. Ma è 
primo con è; quindi [192] divide q. Detto r il quo¬ 
ziente della divisione, possiamo scrivere: 

q = cr. (3) 

Nello stesso modo, fondandosi successivamente sulle 
uguaglianze (1), (2) e (3), si prova che r è divisibile 
per d. Detto s il quoziente, si può scrivere : 

r = ds. (4) 

Supposto che non ci siano altri divisori di n, sosti¬ 

tuendo nella (1) il valore di p dato dalla (2), e nell’e¬ 
guaglianza risultante sostituendo a g il valore dato 
dalla (3), e infine il valore di r, dato dalla (4), si ot¬ 
tiene [90] : 

n = abcds, ossia [88]: 

n r= {abcd)8. 

Cosi è reso manifesto che n è divisibile [125] per il 
prodotto abcd; ed è dimostrato in generale che, ecc. 

Metodo per trovare il massimo comun divisore 
di quanti si vogliano numeri. 

La ricerca del massimo comun divisore di pii'i di 
due numeri si può fondare sul seguente : 

196. Teor. Il massimo comun divisore di quanti 
si vogliano numeri è ad un tempo il massimo comun 
divisore dei numeri del sistema, che si ottiene da quello 
dei numeri dati, surrogandone due qualunque col loro 
massimo comun divisore. 
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Dim. Siano, ad es., i numeri: 

fl, c, d, 6. (A) 

Presine due qualunque, atl es. i due a e b, se ne de¬ 
termini il massimo comun divisore. Indichiamolo con 
m. Ora proveremo che il massimo comun divisore dei 
cinque numeri dati è eziandio il massimo -comun di¬ 
visore dei quattro numeri : 

m, c, d, e. ' (B) 

Intanto il massimo comun divisore dei numeri (A), 
che indicheremo con w, è un divisore comune dei nu¬ 
meri (B), perchè, dividendo i due numeri a eh, esso 
divide [187J il loro massimo comun divisore m. Ma 
esso è anche il massimo divisore comune dei numeri (B), 
perchè, se un numero r, maggiore di n, li dividesse 
tutti, esso, come divisore di ni, sarebbe [187J anche 
divisore comune di a eb, e quindi dei numeri (A), i 
quali cosi avrebbero un divisore comune r, maggiore 
del loro massimo comun divisore w. E ciò è assurdo. 

Cosi si è provato che ecc. 

196. Per il teorema che precede, la ricerca del 
massimo comun divisore di quanti si vogliano numeri 
si fa dipendere da quella di due numeri soli. Ad es., 
dovendo determinare il massimo 
comxm divisore dei cinque nu¬ 
meri a, b, c, d, e, si comincerà a 
determinare il massimo comun 
divisore di due qualunque di essi. 

Scelti, ad es., i due a eb, e po¬ 
sto che sia m il loro massimo co¬ 
mun divisore, la questione è ridotta alla ricerca del 
massimo comun divisore dei quattro numeri w», c, d, e. 
Cosi, se n è il massimo comun divisore dei numeri c, d ; 


a b c d 

m c d 

m n 
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se _p è quello dei due m ed n ; se q è quello dei nu¬ 
meri p ed e, codesto numero 51 è il massimo comun di¬ 
visore dei cinque numeri dati. 

Ora possiamo enunciare la : 

Redola. Per trovare il massimo comun divisore 

quanti si vogliano numeri, si cerca dapprima il mas¬ 
simo comun divisore di due qualunque di questi nwne- 
ri, e lo scrive in loro vece. Così si q^dssa ad un siste¬ 
ma, che contiene un ntmero di meno che il immitivo. 
Quindi, presi ad arbitrio due numeri del nuovo sistema, 
si cerca il loro massimo divisore connine, c lo si scrive 
in loro vece. Così, continuando, si jierviene ad un siste¬ 
ma composto di due numeri soltanto. Il massimo comun 
divisore di questi ultimi è il massimo comun divisore 
dei numeri dati. 

191. 0*.«i. Nel caso ohe tra i numeri, dei quali è 
domandato il massimo comun divisore, uno sia mul¬ 
tiplo di un altro, esso si può trascurare senza più. In¬ 
fatti, se si comincia 1 ’ operazione con questi due nu¬ 
meri, si trova [184] da mettere al loro posto per l'ap¬ 
punto il minore dei due. 

Perciò, ad es., dovendosi deter min are il massimo 
comun divisore dei numeri 76, 24, 36, 240, 360, si può 
prescindere dai due ultimi, che si riconoscono multi¬ 
pli di due antecedenti ; basta quindi procedere alla ri¬ 
cerca del massimo comun divisore di 76, 24 e 36. 

Minimo comune multiplo di due numeri. 

Conoscendo il massimo comun divisore di due 
numeri, si può trovarne immediatamente il minimo co¬ 
mune multiplo; il modo lo indica il seguente: 

198. Teor. Il minimo comune midtiplo di due 
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nntnet'i è eguale al prodotto che si ottiene moltijdicatulo 
uno di essi per il quoziente della divisione delV altro 
per il loro ìnassimo comun divisore. 

nim. Siano a e b due numeri qualimque ed m il 
loro massimo uomun divisore. Se indichiamo con p e 
q i quozienti delle divisioni di a e b per wj, abbiamo : 
a = wip, 
b = mq. 

Moltiplicando i due membri della prima eguaglianza 
per q, e quelli della seconda per p, otteniamo : 
aq = mpq, 
bp = mqp, 

donde si conchiude [87] che è : 

aq — bp. 

n valor comune dei due prodotti aq e bp, for¬ 
mato, come si vede, secondo 1’ enunciato del teorema, 
è manifestamente un multiplo comune dei numeri a 
e b. Ora proveremo che esso è anche il minimo co¬ 
mune multiplo di questi numeri. 

Dinotiamo con & un multiplo comune qualunque 
di a e e con n (*) il quoziente che si trova dividen¬ 
dolo per a ; cosi possiamo scrivere : 

k = an. 

Moltiplichiamo i numeri a, 6 e il loro massimo co¬ 
mun divisore m per n. Sappiamo [189] che il terzo 
dei prodotti: 

an, bn, mn 

0 il massimo comun divisore degli altri due. Ora 
si osservi che il numero b divide an cioè k, multiplo 

(*) Possiamo dunque dire che n rappresenta uno qua¬ 
lunque di quei numeri i quali, moltiplicati per o, danno per 
prodotti dei multipli comuni dei numeri a e b. 


9 
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comune di a e b) e divide bn. Per conseguenza esso 
divide anche [187J il loro massimo comun divisore m n. 
Detto s il quoziente della divisione di mn per b, ab¬ 
biamo : 

mn = bz^ 

e quindi, sostituendo a 6 il suo valore m g, anche : 
mn — mqe. 

donde, sopprimendo il fattor comune m, si ricava ; 
n = qz. 

Questa eguaglianza mostra che qualunque di quei nu¬ 
meri, che moltiplicati per a danuo un multiplo comune 
dei numeri a e b, è> multiplo del numero q. Quindi 
nessuno di codesti numeri può esser minore di gr. E 
perchè con lo stesso numero q si ottiene un pro¬ 
dotto a q che è un multiplo comune di a e b, codesto 
prodotto aq (eguale a, bp) è il minimo comune mul¬ 
tiplo dei numeri a e b, come d. d. 

199. Cor. l“. Ogni multiplo comune di due numeri 
è midtiplo del loro minimo comune multiplo. 

Dlni. Nel corso della precedente dimostrazione 
abbiamo trovato l’eguaglianza: < 

n = qz. 

Da questa, moltiplicando per a, si ottiene : 

an = agz, 

donde si riconosce che il numero an h multiplo di ag. 
Ma a n è un multiplo qualsivoglia di a e 6 , ed a g è il 
loro minimo comune multiplo ; è dunque vero che ecc. 

%00. Cor. a". Se due numeri sono ptimi tra loro, 
il loro minimo comune multiplo è il loro prodotto. 

Dlm. Infatti, in tal caso, il massimo comun divi¬ 
sore dei due numeri è l’unità, e quindi il quoziente, 
che si ottiene dividendo uno dei due numeri per il 
loro massimo comun divisore, è il numero stesso. 
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J801. Cor. 3°. Se il maggiore di due numeri è mul¬ 
tiplo dell’ altro, il maggiore è il minimo comune mul¬ 
tiplo dei due numeri. [184\. 

Metodo per trovare il minimo comune multiplo 
di quanti si vogliano numeri. • 

La ricerca del minimo comune multiplo di più di 
due numeri si può fondare sul seguente : 

308. Teor. Il minimo comune multiplo di qmnti 
si vogliano numeri è ad un tempo il minimo cornune 
multiplo dei mimeri del sistema che si ottiene da quello 
dei numeri dati surrogatidone due qiuilunque col loro 
minimo comune multiplo. 

Dlm. Siano i numeri : 

a, b, c, d, e, (A) 

fi sia m il minimo comune multiplo di due di essi, ad 
es. dei due a eb. Dico che il minimo comime multiplo 
dei cinque numeri dati è eziandio il minimo comune 
multiplo dei numeri : 

m, c, d, e. (B) 

Intanto il minimo comune multiplo dei numeri (A), 
che indicheremo con n, è un multiplo comune dei nu¬ 
meri (B), perchè, essendo multiplo di a e 6, esso è mul¬ 
tiplo [199] del loro minimo comune mtdtiplo m. Ma esso 
è anche il minimo comune multiplo dei numeri (B), 
perchè, se un numero p, minore di n, fosse multiplo 
comune dei numeri (B), come multiplo di wi, sareb¬ 
be [137] anche multiplo comune di a e ò, e quindi dei 
numeri (A), i quali così avrebbero un multiplo co¬ 
mune minore del loro minimo comune multiplo; il 
che è assurdo. Cosi resta dimostrato che ecc. 




a b 
m 
m 


c d 
c ^ 
n 
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a03. In virtù del teorema precedente, la ricerca 
del minimo comune multiplo di quanti si vogliano nu¬ 
meri si può far dipendere da quella del minimo co¬ 
mune multiplo di due numeri soltanto. Siano infatti, 
ad OS., i quattro numeri a, b, c, d. So m è il minimo 
coviuno multiplo dei due a eb, la difficoltà è ridotta 
a determinare quello dei tre nu¬ 
meri, m, c, d. Cosi, se n è il mi¬ 
nimo comune multiplo di r e d, 
se p è quello di m ed n, codesto 
numero p è il minimo comune 
multiplo dei quattro numeri dati. 

Possiamo dopo di ciò enunciare la : 

Resola. Pef trovare il minimo comune multiplo 
di quanti si vogliano ntoneri, si cerca dapprima il mi¬ 
nimo comune multiplo di due qualunque di quei mi- 
meri, e lo si scrive hi loro vece. Cosi si jiassa ad un 
sistema, che contiene un numero di meno che il primi¬ 
tivo. Quindi, presi ad arbitrio due dei numeri del nuovo 
sistema, si cerca il loro minimo comune midtiplo, e lo 
si scrive in loro vece. Così, continuamlo, si pei'viene ad 
un sistema composto di due numeri soltanto. LI minimo 
comune multiplo di questi ultimi è il minimo comune mul¬ 
tiplo dei numeri dati. 

301. Oss. Se qualcimo dei numeri, dei quali si 
vuole detenninare il minimo comune multiplo, è divi¬ 
sore di un altro, esso si può trascurare senza più. In¬ 
fatti, se si comincia l’operazione con quei due numeri, 
si trova da mettere al loro posto per 1’ appunto il 
maggiore di essi due. [201]. 

Perciò, ad es., dovendo determinare il minimo 
comune multiplo dei numeri : 

2. 4. h, 16, 21. 26. 63, 
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si può restringersi alla ricerca del minimo cornane 
multiplo dei numeri: 

4, 16, 25, 63, 

perchè i rimanenti sono divisori dell’ uno o dell’ altro 
dei numeri conservati. 


Esercizi. 

72. Dimostrare che un numero, che divide parecchi altri, di¬ 
vide il loro massimo comun divisore. (Estensione del teo¬ 
rema 187, che si fonderà sulla regola 196). 

73. Trovare il maggior numero tale che, dividendo per esso 
i numeri 149,100, 76 ed 86, si ottengano rispettivamente i 
resti 6, 4, 3 0 2. 

74. Nella ricerca del massimo comun divisore il quoziente del¬ 
l’ultima divisione è almeno eguale a 2. 

75. Dimostrare che nella ricerca del massimo comun divisore 
di due numeri si può prendere, in luogo del resto di una di¬ 
visione,la differenza tra il minore dei numeri dati e il resto 
avuto. Quando tornerà conto di fare questa sosUtuzione? 

76. Per trovare il massimo comun divisore di quanti si vo¬ 
gliano numeri si può dividerli tutti, fuori del minore, per il 
minore ; poi questo numero e tutti i resti, fuori del piò pic¬ 
colo, per questo piò piccolo resto j e cosi di seguito finché 
si trovi un resto, che divida tutti gli altri e il divisore che 
lo ha dato. Quest’ultimo è il massimo comun divisore cer¬ 
cato. So qualcuno dei resti risultasse nullo, l’operazione si 
dovrebbe continuare con quegli altri. [196,170]. 

77. Trovare il piò piccolo numero che, diviso per qualunque 
dei numeri 12, 6, 9 e 16, dà sempre per resto 6. 

78. Un numero pari è divisibile per 6, se la somma delle sue 
cifro è divisibile per 3. [193J. 

79. Trovare le condizioni di divisibilità per 12,15,18, 20, 30, 
36 e 45. [193]. 

80. Dove si deve arrestare la seguente sequela di cifre : 

12846678901234667890123..,., 
se si vuole che il numero sia divisibile per 2, o per 3, o 
per 4 ,0 per 6, o per 6, o per 8, o per 9, o per 12, o per 16? 
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81. Il prodotto di tre numeri consecutivi è sempre divisibile 
per 6. (Ogni tre numeri s’incontra un multiplo di 8. Ecc- 
Si badi ai teor. 187 e 193). 

82. Se n è un numero qualunque, il prodotto n (n -f- 1) (2n-(-l) 
è divisibile per 6. (Se nessuno dei due numeri n ed (n 1) 
sia divisibile per 3, tale sarà (n -)- 2), epperò anche il suo 
doppio, cioè... [73J, ed il multiplo antecedente è appun¬ 
to... eco.). 

.83. Se n indica un numero qualunque, n(2n-(-l)(7n4-l) è 
sempre divisibile per 6. (Dimostrazione analoga a quella 
dell’esercizio antecedente). 

84. Il prodotto di cinque numeri consecutivi è divisibile per 120. 
(Tra cinque numeri consecutivi si trova sempre un multi¬ 
plo di 4, e tra i rimanenti almeno uno è pari. Il prodotto 
è dunque divisibile per 8. Ogni 6 numeri si incontra nn 
multiplo di 6, quindi [137] il prodotto è divisibile per 5. È 
poi divisibile anche per 3, perchè ecc. Ma [194|....). 

85. Il prodotto di 16 numeri consecutivi è sempre divisibile 
per 120*. (Il prodotto dei primi cinque è divisibile per 120, 
epperò si può mettere sotto forma di prodotto di due fat¬ 
tori uno dei quali è 120. Si badi al teor. 88). 

86. Il prodotto di n numeri consecutivi è divisibile per il pro¬ 
dotto di tutti i numeri primi minori di n. (Sia 7, ad es., 
uno di questi numeri primi. Ogni sette numeri ei incontra 
un multiplo di 7, epperò uno degli n numeri è dinsibile 
per 7, ed anche [137].... Infine si badi al teor. 194). 

87. Quale è la maggiore potenza di nn numero primo, ad es. 
di 7, che divide il prodotto dei primi 1000 numeri? (Sup¬ 
poniamo di decomporre tutti questi primi 1000 uumpri in 
fattori primi per contare quanti 7 si trovano, perchè que¬ 
sto numero è il richiesto ; ma è chiaro che basta por mente 
ni multipli di 7. Quanti sono questi multipli? Poi, dacché 
unicamente c’importa di mettere in vista fattori primi 
eguali a 7, dividiamoli tutti per 7. Che quozienti otterre¬ 
mo ? quali e quanti di questi quozienti ci daranno nn altro 
fattore uguale a 7 ? Eco.). 

88. Dimostrare che l’esponente della maggiore potenza di un 
numero primo minore di n, che divide il prodotto degli n 
primi numeri, è la somma dei quozienti che si ottengono 
dividendo n per il numero primo, il quoziente trovato per 
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il numero primo, il nuovo quoziente per il numero primo, 
e cosi di seguito fino a che si ottenga un quoziente minore 
del numero primo dato. (Vedasi prima reaerciaio pre¬ 
cedente). 

89. Dimostrare che l’esponente, di cui si parla nel precedente 
esercizio, è uguale alla somma dei quozienti che si otten¬ 
gono dividendo il numero n per le successive potenze del 
numero primo. ( Non è che una trasformazione del teorema 
dell’esercizio precedente, e che si giustifica con la seconda 
parte del § 127 ), 

90. La maggiore potenza di un numero primo, la quale divide 
il prodotto dei primi n numeri consecutivi, divide anche 
il prodotto di n numeri consecutivi qualunque. (Ad es. la 
la maggior potenza di 7, che divide il prodotto dei primi 100 
numeri, divide anche il prodotto di 100 numeri consecuti¬ 
vi presi partendo da uno qualunque. Infatti ogni 7 numeri 
s’incontra un multiplo di 7, quindi in 100 numeri conse^^ 
cutivi si incontrano almeno tanti multipli di 7, quanti ve 
ne sono tra i primi 100 numeri. Dividendo per 7 tutti i 
multipli, i quozienti saranno numeri consecutivi. Tra que¬ 
sti di 7 in 7 si troveranno... eoe. Vedasi l’esercizio 89). 

91. Il prodotto di n numeri consecutivi è divisibile per il pro¬ 
dotto dei primi n numeri. ( Supponiamo decomposti i pri¬ 
mi n numeri in fattori primi e poi fatto il prodotto. [91]. 
Cosi avremo il prodotto dei primi n numeri sotto forma di 
prodotto di potenze dei numeri primi minori di n. Una qua¬ 
lunque di queste potenze dividerà il prodotto di n numeri 
consecutivi qualunque. [90]. Ma le potenze di due numeri, 
primi tra loro, sono esse pure ecc. [171]. Finalmente 
[194] eoe.). 




CAPITOLO XI 

TEORIA DELLE FRAZIONI 


« 

Definizioni. 

SOS* Finora noi abbiamo considerato un numero 
come una parola atta ad esprimere quanti fossero gli 
oggetti di una collezione data ; ed abbiamo fatto ap¬ 
plicazione delle proprietà dei numeri a questioni in 
cui si trattava di aggregare collezioni d’oggetti o di 
partire gli oggetti d’ una collezione. Ma ciascun og¬ 
getto rimaneva inalterato, o perchè la natura dell’ og¬ 
getto non ammetteva ^in esso alcuna modificazione 
[130, 131J ; 0 perchè il problema non richiedeva che 
alcun oggetto fosse modificato. 

Ora in pratica è frequentissimo il caso di dover 
considerare oggetti che si possono dividere in parti, 
e questioni in cui si tratta di parti di oggetti. (*). 
Ci appronteremo il mezzo por risolvere, per la parte 
numerica, cosi fatte questioni, imaginando che l’ente 
astratto, aritmetico, che si dice unità, si possa dividere 
in qualunque numero di parti eguali, e che-tutte le 
unità, posto che so ne debbano considerare parecchie, 
siano perfettamente uguali. Donde segane che, quando 
tutte le unità vengano divise in uno stesso numero 
di parti uguali, tutte le parti sono eguali tra loro. 

(*) Non spetta all’Aritmetica di occaparsi del modo in 
cui uu dato oggetto può esser diviso; nè di riconoscere se 
possa esser diviso senza restrizioni; ecc. 
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» 06 . Quando un oggetto vien di\n 80 in parti 
eguali, ciascima parte si dice parte aliquota di quel- 
r oggetto. È manifesto che una parte aliquota di un 
oggetto noto vien determinata indicando il numero 
delle parti in cui l’oggetto è stato diviso. Vien usato 
a taJ fine il numero ordinale corrispondente al nu¬ 
mero dello parti. Così, ad es., so un oggetto vien di¬ 
viso in 12 parti eguali, una delle parti si chiama un 
dodicesimo di quell’oggetto. (Fa eccezione il caso in 
cui le parti sono due, perchè ciascuna, invece di un 
secondo, dice un mezzo od una metà). 

aoi. Una parte aliquota dell’ unità si rappresenta 
scrivendo sotto della cifra 1 il numero delle parti 
in cui l’unità è stata divisa, e separando i numeri^ 
con una linea. Così, ad es., un dodicesimo di unità si 
indica scrivendo : . 

SOS. Divisa un’ unità in parti eguali, o divise 
più unità in uno stesso numero di parti eguali, si può 
considerare una collezione di alquante di codeste 
parti aliquote uguali. È chiaro che una collezione cosi 
fatta risulta determinata, quando sia fatto conoscere 
il numero delle parti in cui l’unità è stata divisa, e il 
numero delle parti che compongono la collezione. E 
in fatti si esprime codesta collezione enunciando il 
numero delle parti e facendolo seguire dalla detwmi- 
nazione comune delle parti. E si rappresenta co- 
desta collezione scrivendo sotto il primo numero il 
secondo o sepanandoli con una linea. Perciò, ad es., 
la scrittura , che si legge : sette dodicesimi, rappre¬ 
senta la colleziono di 7 dodicesimi d’unità. 

309 . Dna parte aliquota d’unità ed anche 1’ ag¬ 
gregato di parti aliquota uguali d’unità si dicono fra¬ 
zioni. Il numero delle parti si dice mimeratore', l’al- 
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tro numero, che esprime in quante parti 1' unità è 
stata divisa, si chiama denomhiatwe. 

Il numeratore e il denominatore collettivamente 
si chiamano i termini della frazione. 

310. n numeratore di una fi'azione può essere 
minare, uguale o maggiore del denominatore. Corri¬ 
spondentemente la trazione si dico propria (jnira), ap- 
jnrente od impropria {spuria). 

È manifesto che una frazione propria è minore 
dell’unità; che una frazione apparente è uguale al- 
1 ’ unità, e che ogni frazione impropria è maggiore 
di uno. 

Prime proprietà d' una frazione. 

311. Aumentando soltanto il numeratore di una 
frazione, si aumenta il valore della frazione. 

Infatti, aumentare il numeratore d’ una frazione 
equivale a mettere insieme con la collezione di parti 
aliquote d’ unità, che è rappresentata dalla frazione 
data, altre di quelle stesse parti aliquote. 

313. Aumentando soltanto il denominatore d’una 
frazione, si diminuisce il valore della frazione. 

Infatti, aumentando il solo denominatore, ciascu¬ 
na delle parti aliquote componenti la frazione data 
viene impiccolita, dacché in quanto più parti eguali 
si divide uno stesso oggetto, e tanto più piccole rie¬ 
scono le parti. 

313. Teor. Moltiplicando i tei-mini di una fra¬ 
zione per tino stesso numero, non si altera il valore 
della frazione. 

Dim. Prendiamo, ad es., la frazione e propo¬ 
niamoci di provare che, moltiplicandone i termini per 
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un stesso numero, ad es. per 4, il valore della fra¬ 
zione non muta. 

Perciò, divisa l’unità in 5 parti eguali, come si è 
dovuto faro per ottenere la frazione -|-, imaginiamo 
di dividere poi ciascuna delle parti in 4 parti eguali. 

-I-I-I- -HH- -l-H- -1-1-1- -l-H- 

Cosi r unità resta divisa in 4 • 6 parti eguali. E poi¬ 
ché dalle 3 parti componenti la frazione data ai rica¬ 
vano 4 • 3 delle nuove parti, conchiudiamo essere 
appunto : 


3t4. Cor. Se i termini di una frazione hanno un 
divisore comune, dividendo i termini per questo nu¬ 
mero non si altera il valore della fratone. 

Dim. Sia, ad es., la frazione i cui termini 
sono divisibili por 10. Dividendo i termini per 10 (o, 
come si suol dire, sopprimendo il fattore 10 comune ai 
due termini ), risulta la frazione -j-. Dico essere : 

30 __ 3 
40 ““ 4 ■ 

Infatti, poiché i termini della seconda frazione 
sono i quozienti delle divisioni, senza residuo, dei 
termini della prima frazione per 10, moltiplicando i 
termini della seconda frazione per 10, risulta la prima 
frazione. Epperò [213] le due frazioni sono equiva¬ 
lenti, c. d. d. 

ai5. Oss. Se i termini di una frazione vengono 
divisi per il loro massimo comim divisore, la frazione 
si trasforma in una equivalente [214], i cui ter min i 
sono [191] primi tra loro; epperò la frazione si trova 
ridotta a tal forma, che non sappiamo ulteriormente 
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semplificare. H teorema seguente prova che una ulte¬ 
riore scmpliiicazioue è impossibile. 

3i«. Teor. Una frazione, se è equivalente ad un'cd- 
tra i cui termini siano primi tra loro, ha termini che 
sono rispettivamente equimultipli di quelli detta seconda 
frazi^. 

Olm. Sia, ad es., la frazione i cui termini sono 
primi tra loro. Supponiamo che le lettere a e b rap¬ 
presentino due numeri interi, tali che la frazione sia 
equivalente a . Proveremo che il numero a è mul¬ 
tiplo del numeratore 7, e che il numero b è multiplo 
del denominatore 12 secondo lo stesso moltiplicatore. 
È intanto per ipotesi ; 

a _ 7 

ò 12 ' 

Moltiplichiamo i termini della prima frazione per 12, 
e i termini dell’ altra per il numero b. Le due frazioni 
risultanti, perchè [213J rispettivamente equivalenti 
alle primitive, sono anch’ esse equivalenti tra loro. 
Abbiamo adunque : 

a . 12 _ 7 ■ b 

6-12 “ 12 • 6 ■ 

In queste frazioni equivalenti, poiché sono eguali i 
denominatori, sono eguali [211] necessariamente an¬ 
che i numeratori. È dunque : 

a • 12 = 7 . è. 

E poiché questi prodotti sono eguali, il numero 7, che 
divide il secondo, divide anche il prodotto ( a • 12 ). 
Ma 7 è primo col fattore 12; perciò esso divide [192] 
necessariamente l’altro fattore a. 

Cosi intanto abbiamo provato che il numero a è 
multiplo di 7 ; supponiamo che sia o = 7 • m, dove m 
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rappresenta il quoziente della divisione senza resto di 
a per 7. Ci rimane da provare che dev’essere J = 12 • m. 

A tal fine basta sostituire ad a il prodotti) 7 • m 
nella precedente uguaglianza, giacché risulta l’egua¬ 
glianza : 

7 • m • 12 = 7 . J, 

dalla quale, sopprimendo il fattore 7 comune ai due 
membri, si ottiene: 

m ■ 12 = b, c. d. d. 

ai7. Oa». Da ciò che precede risulta che, quando 
i termini di una frazione sono primi tra loro, la fra¬ 
ziono non può essere equivalente ad un’altra com¬ 
posta di numeri rispettivamente minori. Pertanto una 
frazione, i cui termini siano primi tra loro, si dice ri¬ 
dotta ai minimi termini^ od anche irreducibile. 

31». Dal precedente teorema si ricava anche que¬ 
sta conseguenza che, se una data frazione è irreduci¬ 
bile, moltiplicando i suoi termini ordinatamente per 
i numeri interi successivi 2, 3, 4, 6..., si ottengono tutte 
le frazioni equivalenti alla data. La loro serie pero non 
termina mai. 

310. Data una frazione, sia essa irreducibile o no, 
moltiplicandone ordinatamente i termini per i numeri 
interi successivi 2, 3, 4, ecc., si ottengono frazioni, i 
cui donominatori sono i multipli del denominatore 
della frazione primitiva, nessun multiplo escluso. Ne 
viene questa conseguenza che una fraziono data si 
può sempre trasformare in ima che abbia per dono- 
minatore un multiplo qualunque del denominatore 
della frazione data. È m a n i f esto [213] che si ottiene 
questo intento operando come indica la seguente : 

330. Redola. Pei' trasformare una frazione in 
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nna die abbia per denominatore un multiplo del deno¬ 
minatore, si moltiplicano i due termini della frazione 
per il quoziente che si ottiene dividemlo il multiplo dato 
per il denominatore della frazione. 

3 S1. Un numero intero si può mettere sotto for¬ 
ma di frazione con denominatore prestabilito qualun¬ 
que. Ad es., dato l’intero 6, per trovare una frazione 
equivalente a 6 e con denominatore 9, basta osser¬ 
vare che, dividendo ciascuna delle 6 unità in 9 parti 
eguali, si ottengono 9 • B, cioè 45 noni. Per conse¬ 
guenza è : 


5 . 9 



283. 0«s. Giova osservare che la trasformazione 
di un intero in una frazione di dato denominatore si 
fa diventare un caso particolare della trasformazione 
d’una frazione in un’altra equivalente di denominatore 
prestabilito, se si introduce in Aritmetica un simbolo, 
quale ad es. , e si stabilisce che esso sia equivalente 
al numeratore. 

In grazia di questa convenzione diventa lecita la 
semplificazione d’una frazione, il cui numeratore sia 
multiplo del denominatore, anche nel caso che si di¬ 
vidano i due termini per il denominatore. Senza la 
detta convenzione, proposta ad es. la frazione -j -, si 
sarebbe dovuto dire : non si possono dividere i due 
termini per 5, perchè risulta la forma -p, che non si¬ 
gnifica nulla. (Infatti, non si può interpretarla come 
qualsiasi altra frazione, perchè il numero delle parti 
eguali, in cui si divide un’ unità, non può essere 
uguale ad uno). 

Ma l’utilità principale della precedente conven¬ 
zione è questa che in virtù di essa il numero intero 
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fHventa un caso particolare delle frazione ; e così 
nelle regole delle operazioni non fa d’uopo distinguere 
se i numeri dati siano tutti frazionari, o sismo in 
parte interi e in parte frazioni. 

Riduzione delle frazioni a denominatore comune. 

8 *3. Fondandosi sulla proprietà d’ogni frazione 
di poter esser trasformata in una ad essa equivalente, 
il cui denominatore sia un multiplo dato qualunque del 
denominatore della frazione data, si può, essendo date 
più frazioni, trovarne altre rispettivamente equivalenti 
alle date ed aventi per denominatore comune un dato 
multiplo comune qualunque dei denominatori delle fra¬ 
zioni stesse. Per trovare i numeratori delle nuove fra¬ 
zioni, si moltiplicheranno [220] i numeratori delle fra¬ 
zioni date rispettivamente per i quozienti delle divi¬ 
sioni del nuovo denominatore per i denominatori delle 
frazioni stesse. 

Un multiplo comune di più numeri, facile a tro¬ 
vare, è il loro prodotto ; perciò in pratica, dovendo ri¬ 
durre più frazioni a denominatore comune, si suol 
prendere per nuovo denominatore il prodotto dei deno¬ 
minatori. E poiché il quoziente della divisione di co- 
desto prodotto per uno dei denominatori è il prodotto 
di tutti gli altri, abbiamo la seguente ; 

88-1. Resola. Per ridurre più frazioni a mede- 
rimo deììominatore, si moìtiplicano i due termini di 
ciascuna per il prodotto dei detiominatori di tutte le 
altre. 

Es. Operando conforme alla regola procedente 
sulle seguenti frazioni : 

2 1 


8 


6 
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si ottioue: 

280. 106 672 360 

1^’ 420 ’ 420 ’ 420 ' 

335 . Sappiamo [216] che, se una fraziono è equi¬ 
valente ad un’ altra che sia ridotta ai minimi tèr¬ 
mini, il denominatore della prima è necessariamente 
im multiplo del denominatore della seconda. 

Da questo teorema risulta che, date più frazioni 
irreducibili, e trovato il minimo comune multiplo dei 
denominatori, codesto multiplo è il più piccolo dono- 
minatore comune a cui si possano ridurre le frazioni 
date. Quindi la : 

Keerola. Pei' ridurre più frazimi al minimo co- 
mun deninninatore, si comincia a ridiitre le frazioni ai 
minimi termini, poi si cerca il minimo comune multiplo 
dei denominatori, e così si ha intanto il minimo comun 
denominatole. Poi si divide questo numero per i singoli 
denominatoli delle frazioni ridotte, e per i quozienti si 
moltiplicano rispettivamente i loro numei'atoii. 

336. Osa. Può darsi che il minimo comune mul¬ 
tiplo dei denominatori sia lo stesso prodotto dei de¬ 
nominatori ; in questo caso la regola procedente ri¬ 
cade in quella del § 224. 

Es. Si riducano al minimo comun denominatore 
le frazioni : 

5 6 7 8 9 

ir’ ”8“’ 12 ’ 16 ’ 20 

Poiché, come è facile riconoscere, queste frazioni 
sono irreducibili, si comincia a determinare il minimo 
comune multiplo dei denominatori ; si trova 120. Poi 
si divide questo numero per i singoli denominatori. 
Per i quozienti : 

20 , 15, 


10 , 


8 , 


6 
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si moltiplicano rispettivamente i numeratori. Risul¬ 
tano le frazioni: 

100 76 70 64 64 

"llòr’ 120 ’ 120 ’ 120 ’ 120 ’ - 

che sono le domandate. 

Addizione delle frazioni. 

«87. Def. Si dice somma di più nurmi quel nu- 
mero che è composto con tutte le unità e parti aliquote 
d’unità che formano i numeri dati. 

Questa definizione comprende come caso parti¬ 
colare quella dell’addizione degl’interi. 

Quando delle frazioni date hanno medesimo 
denominatore, per ottenere la somma basta contare 
quante sono in tutte le parti aliquote che compongono 
le frazioni. Il numero, che risulta, è manifestamente la 
somma dei numeratori ; si trova ricorrendo all’ addi¬ 
zione degl’ interi ed è il numeratore della somma ; il 
denominatore poi è quello stesso delle frazioni date. 

Se sian date da sommare frazioni che non ab¬ 
biano denominatore comune, si riducono a denomi¬ 
natore comune, e cosi ci si riconduce al caso prece¬ 
dente. Quindi la : 

839. Reg^ola. Pei' sommare delle frazioni, bisogna 
anzitutto ridurle a denominatore comune, poi si sotn- 
mano i numeìatcri, e al risultato si dà qier denomina¬ 
tore il comune, denominatore. 

3 7 1 18 21 , 10 _ 46 . 

®*‘6"^10''3“30‘^30'^30 30’ 

330. Oss. Dalla regola per l’addizione delle fra¬ 
zioni risulta chiaro che 1’ operazione gode le stesse 

10 









— 146 — 

proprietà dell’ addizione degl’ interi. In grazia di co- 
deste proprietà si può talvolta, variando il modo di 
operare, ottenere più prontamente la somma. Cosi, 
ad es., dovendo trovar la somma di molti numeri, al¬ 
tri interi, altri frazionari, è opportuno di trovare anzi¬ 
tutto la somma dei primi, poi la somma delle frazioni, e 
'sommare infine i due risultati. Talvolta si può ricono¬ 
scere opportuno sommare prima talune frazioni che si 
possano ridiirre facilmente a comun denominatore. In 
tal caso toma conto di solito, appena trovata la somma 
parziale, semplificarla, se non sia già irreducibile. 

S31. Quando il risultato di un calcolo è una fra¬ 
zione spuria, ordinariamente si decompone questa 
frazione in due parti, in modo che una parte sia intera e 
r altra sia una frazione pura. Per vedere come si fac¬ 
cia codesta decomposizione, prendiamo a considerare 
una frazione spuria qualunque, ad es. la frazione -j|-. 

Dacché 13 tredicesimi bastano a comporre un’ uni¬ 
tà, se noi sottraiamo da 100 il denominatore 13, e 
poi 13 dal resto, e cosi di seguito, ad ogni sottrazione, 
che possiamo eseguire, corrispondo una nuova unità 
che si può ricavare dalla frazione proposta. Il numero 
delle unità, che si possono ottenere, è dunque [96] 
uguale al quoziente della divisione del numeratore per 
il denominatore ; e poiché nel caso nostro si trova 
7 per quoziente e il resto 9, si conchiude che con 100 
tredicesimi si possono comporre 7 umtà, e che tuttavia 
rimangono 9 tredicesimi. Possiamo scrivere pertanto : 


100 

13 



e dire in generale che : 

Uìia frazione spuria equivale al quoziente della 
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divisione del numeratore per il denominatore^ più la 
frazione che ha il resto per numeratore, e per denomi¬ 
natore quello stesso della frazione data. 

Sottrazione delle frazioni. 

23S. Def» La sottrazione è V operaziofie aritmetica 
con la quale, data la somma di due numeri e uno di 
questi, si trova quell' altro, 

333. 1®. Proponiamoci per primo caso di trovare 
la differenza di due frazioni aventi medesimo deno¬ 
minatore, quali sono, ad es., le due : 

8 3 

11 ® 11 ■ 

Se pensiamo alla regola per l’addizione di fra¬ 
zioni con denominatore comime, troviamo subito la 
frazione che, sommata con ^ , dà È dunque; 

8 3 _ 8 — 3 6 

11 11 “ - IT’ 

2°. Se le frazioni date hanno differente denomi¬ 
natore, converrà ridurle prima a denominatore co¬ 
mune; poi si eseguirà la sottrazione come nel caso 
dianzi considerato. Adunque : 

331. Resrola. Per trovare la differenza di due fra¬ 
zioni, bisogna anzitutto ridurle a denominatore comune / 
poi si fa la differenza dei numeratori, e ad essa si sotto¬ 
pone il comutie denominatore. 

335. Oss. Supponiamo che da un numero si debba 
sottrarre la somma di parecchi altri. Imaginando che 
la frazione minuendo e le parti del sottraendo siano 
tutte ridotte a denominatore comune, i calcoli si de¬ 
vono poi eseguire sui numeratori, e in fine si deve 
sottoporre al risultato il denominatore comune. Ma, 



— 148 — 

tr.ibtaadosi di interi, abbiamo trovato [57j che, do¬ 
vendo sottrarre una somma, si può sottrarre succes¬ 
sivamente le singole parti, e reciprocamente [68] ; 
questo teorema vale adunque anche per numeri fra¬ 
zionari. In base a ciò in pratica si può talvolta variare 
il calcolo all’ intento di raggiungere più prontamente 
•il risultato iinale. 

Moltiplicazione d'una frazione per un intero. 

ase. Può darsi che più frazioni da sommare in¬ 
sieme siano eguali tra loro. A questo caso si adatta 
il concetto di moltiplicazione degl’interi; una delle 
frazioni è il moltijiìicando, il loro numero è il molti¬ 
plicatore, il risultato è il irrodoHo. E l’operazione si 
dice mdtiplicazuyne della frazione per V intero. 

E dacché ora sotto la denominazione di numero, 
quando non sia espressamente detto di più, dobbiamo 
intendere raccolti i due casi di numero intero e nu¬ 
mero frazionario, una medesima definizione vale sia 
il moltiplicando intero, oppure una frazione. 

*37. Oef. Moltiplicare un numero {intero o fra¬ 
zionario) per un intero significa calcolare la somma 
di tanti numeri eguali al pimo, quante sono le unità 
del secondo. (*). 

*38. Ed ora proponiamoci, ad es., di moltipli¬ 
cale per 5. Per definizione abbiamo : 



e per la regola [229] dell’ addizione delle frazioni 
(*) In altre parole : moltiplicare per un intero significa 
trovare un numero il quale sia composto col moltiplicando 
come il moltiplicatore ì composto con V unità. 
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egli è: 

4 . 4+4+4+4+4 

-r-6 =-7- 

ossia: -y ■ 5 — -y —; quindi la: 

239. Resola. Per moltiplicare una frazione per 
mi intero, si moltiplica per questo infero il'mimeratore 
della frazione, e si lascia immutato il denominatore. 

240. Può darsi che il numero intero 'per il quale 
si deve moltiplicare una frazione, divida esattamente 
il denominatore della frazione ; in questo caso il pro¬ 
dotto si può ottenere in modo più conveniente. Ad 
es., si debba moltiplicare per 7. Operando secondo 
la regola testé stabilita, lasciando indicata la molti¬ 
plicazione del numeratore per il moltiplicatore, ab¬ 
biamo intanto : 

A . 7 - 1j_1. 

14 14 

È manifesto che la frazione trovata si può semplifi¬ 
care per 7. Sopprimendo questo fattore comune ai 
due termini del prodotto, otteniamo : 

3 ,,_3.7 3-7_3 

14 ' ' ~ 14 ~ 2 . 7 — 2 " 

L’esempio considerato suggerisce la : 

241. Resola. Per moltiplicare una frazione per 
un intero, die divida il denominatore, basta eseguire 
questa divisione. 

242. Nella precedente è compresa [222] la : 
Resola, n prodotto di una frazione per un intero, 

die sia eguale al denominatore, è uguale al numeratore. 
Ad es., è: 



3 . 
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Divisione d’una frazione per un intero. 

»43. Ora che abbiamo imparato a moltiplicare 
una frazione per im intero, proponiamoci di risolvere 
il problema inverso : Data una frazione e dato un nu- 
merh intero, trovare una frazione che, moltiplicata per 
T intero, dia per prodotto la frazione data. 

Ad es., si debba trovare la frazione che, moltipli¬ 
cata per 7, dà per prodotto la frazione • 

Sappiamo che si moltiplica una frazione per un 
intero, moltiplicando il numeratore per l’intero e la¬ 
sciando inalterato il denominatore. Pertanto, se il nu¬ 
meratore della frazione fosse divisibile per 7, divi¬ 
dendo il numeratore per 7 e lasciando immutato il de¬ 
nominatore, si otterrebbe appunto la frazione cercata. 

Ma poiché una frazione non muta se si moltipli¬ 
cano i suoi termini per uno stesso numero, moltipli¬ 
cando i termini della data frazione per 7, otteniamo 
che il suo numeratore acquisti la proprietà desiderata. 
Così la frazione data diventa : 

3 3-7 .3 

X = TTT = -òTT 

è la frazione domandata. 

Infatti, moltiplicandola per 7, si ottiene [239,214] 
per prodotto . 

Ora, volendo dar nome all’ operazione aritmetica 
precedente, osserveremo che la frazione richiesta, do¬ 
vendo esser tale che, sommando 7 frazioni eguali ad 
ossa, si ottenga per risultato , deve in altre parole 
essere un settimo di . Epperciò la questione si po¬ 
teva anche proporre nel modo seguente : data la col¬ 
lezione di 3 quinti d’unità, dividerla in 7 parti eguali. 
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e trovare il numero che esprime una delle parti. Ma¬ 
nifestamente questo problema è uno dei due che ab¬ 
biamo imparato a risolvere mediante la dìinsione ; la 
differenza sta solo in questo che, prima di considerare 
frazioni, le unità delle collezioni date si supponevano 
di tal natura da non potersi dividere in parti, dimo¬ 
doché generalmente il problema di dividere una col¬ 
lezione data in im dato numero di parti eguali non si 
poteva risolvere compiutamente, perchè in fine sì 
aveva una parte (il resto della divisione) che rima¬ 
neva indivisa. Ora invece, ammettendo che delle unità 
si possano far parti eguali secondo qualunque numero 
intero dato, il problema si può sempre risolvere esat¬ 
tamente, senza che nulla rimanga in fine. 

L’operazione aritmetica, che abbiamo conside¬ 
rata ultimamente, si dirà adunque : divisione della 
frazione -|- per 7. La frazione si dirà dividendo ; il 
numero 7 si dirà divisore', e si dirà quoziente il nu¬ 
mero che si deve determinare. Per l’operazione stessa 
vale immutata la seconda definizione di divisione dei 
numeri interi [ 104] ; soltanto, perchè ora il prodotto 
del divisore per il quoziente è sempre uguale al divi¬ 
dendo, possiamo togliere una parola superflua ( la pa¬ 
rola maggiore) e dire : 

»I4. Ber. Dividere un numero ( intero o frazio¬ 
nario ) per un intero significa trovare un numero tale 
che, moltiplicato per Vintero, dia per prodotto V altro 
numero dato. 

Da quanto precede [243, 244] ora possiamo rac¬ 
cogliere le due regole seguenti : 

a 15. Resola. Pe)' dividere una frazione per un 
intero, si moltiplica pei' l’intero il denominatore della 
frazione e si lascia inalterato il numeratore. 
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a-t®. ReRola. Per dividere una frazione per un 
intero, se U numeratore è divisibile jìer V intero, si di¬ 
vide il numeratore per V intero e si lascia inalteì ato il 
denominatole. 

*17. L’ operazione di divisione si indica col se¬ 
gno : , che si scrive tra il dividendo ed il divisore. 

Cosi, applicando lo due regole precedenti, pos¬ 
siamo scrivere, ad es., : 



3 

5 • 7 


e 



3 

7 


Divisione di un intero per un altro. 


ai8. Proponiamoci di dividere, ad es., 100 per 12. 
Qui si tratta di trovare un numero [244J, intero o fra¬ 
zionario, il quale, moltiplicato per 12, dia 100 per 
prodotto. 

Avendo presente il caso di moltiplicazione di una 
frazione per il suo denominatore, si conchiudo che il 
quoziente cercato è la frazione che ha il dividendo 
per numeratore e per denominatore il divisore. E in¬ 
fatti egli è per l’appunto : 


100 

12 


12 


100 


I 


e per conseguenza [244J abbiamo: 


100 : 12 


100 

12 


Allo stesso risultato saremmo pervenuti pen¬ 
sando che, poiché dividere per un intero equivale a 
trovar quella parte aliquota del dividendo che è in¬ 
dicata dal divisore, nell’ esempio considerato si do¬ 
veva determinare il dodicesimo di 100. Ora, iraagi- 
nando che ciascuna delle 100 unità sia divisa in 12 
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parti eguali, prendendo da ciascuna unità una delle 
sue parti, si ottiene un dodicesimo del totale, il quale 
è appunto formato di 100 dodicesimi. 

Conchiudiamo la : 

349. Resola. Il quoziente della divisione di un 
intero per un altro è la frazione che ha numeratore 
wfuale al dividendo e denominatore uguale al divisore. 

350. Oss. 1*. La relazione precedente, letta co¬ 
minciando dal secondo membro, si traduce nella pro¬ 
posizione : 

Una frazione si pud considerare come il quoziente 
della divisione del 7iumerafore per il denominatore. (*). 

351. Oss. 3*. L’ ultima relazione giustifica T uso 
della linea, in luogo del segno : , per indicare la divi¬ 
sione. 

353. Oss. a*. Nella divisione di un intero per un 
intero, quando il dividendo è maggiore del divisore, 
il risultato ottenuto secondo l’ultima regola è una 
frazione spuria, che si può decomporre in una parte 
intera ed in una parte che è una frazione pura. 

Cosi, ad es., abbiamo [231]: 


100 : 12 = 


100 

12 



Codesto esempio ci fa vedere che la parola quo¬ 
ziente, presa nel senso in cui la abbiamo usata la pri¬ 
ma volta, corrisponde a parte intera del quoziente, 
quale lo vogliamo intendere d’ ora in poi ; e l’opera¬ 
zione di divisione degli interi (che si dice divisione 


(•) Se sostanzialmente torna lo strsso, c’è però diversità 
nei due modi di interpretare un simbolo, quale, ad es., 1» 
un modo si trova che rappresenta la collezione di 3 settimi 
di una unità. Nell’ altro rappresenta la settima parte di una 
collezione di 3 unità. 
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m senso stretto) vale a calcolare la parte intera del 
quoziente. Il quoziente completo ai ottiene aggiun¬ 
gendo al quoziente intero la firazione che ha por nu¬ 
meratore il resto e per denominatore il divisore. 

Quando il resto è nullo, in tal caso le espressioni 
quoziente intero e quoziente completo significano la 
stessa cosa. 

Moltiplicazione per una frazione. 

353. Ora vogliamo considerare il caso in cui il 
moltiplicatore è una frazione. Qui occorre una defini¬ 
zione nuova, perchè, nel senso usato finora, il moltipli¬ 
catore, esprimendo il numero degli addendi eguali, è 
necessariamente un numero intero. 

351. l»er. MóltipUcare un numero {intero o frazio¬ 
nario) per una frazione significa dividere qud numero 
per il denominatore della frazione, e poi molliplicare il 
quoziente per il numeratore. (*). 

Cosi, ad es., moltiplicare -|- per significa {per 
coìivenzione) dividere -|- per 7 e poi moltiplicare il 
quoziente per 3. 

Nel caso che il numeratore della seconda frazione 

(*) Per vedere a quale intento s’ introducano in Aritme¬ 
tica moltiplicatori frazionari, consideriamo la seguente que¬ 
stione: 

Un metro di una certa stoffa costa di lira. Quanto 
valgono 15 metri, quanto V 7 di metro, quanto % di metro ? 

Qui si tratta di risolvere più volte la stessa questione, 
dato cioè il prezzo di una unità, bisogna determinare i prezzi 
di varie porzioni di stoffa. 

Nel primo caso basta moltiplicare il prezzo unitario 
per 15; nel secondo bisogna invece dividerlo [.‘<244] per 7; nel 
terzo caso manifestamente bisogna combinare le due opera- 
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sia («guale all’ unità, l’operazione si riduce a dividere 
per il denominatore. Per conseguenza, ad es., molti¬ 
plicare per e dividere per 7 non sono che due modi 
diversi di accennare una stessa operazione. 

355. Quando la frazione, per la quale si moltiplica 
un numero, ha il numeratore uguale al denominatore, 
il prodotto è uguale al moltiplicando. Infatti, ad es., 
per moltiplicare per bisogna dividere prima 
per 7, cioè calcolare un settimo di , e poi moltipli¬ 
care il settimo per 7, cioè sommare insieme tutti e 
7 i settimi. Manifestamente cosi si toma ad ottenere 
il moltiplicando . 

Analogamente si può riconoscere che, secondo 
che il numeratore della frazione, per la quale si mol¬ 
tiplica, è maggiore o minore del denominatore, il pro¬ 
dotto è rispettivamente maggiore o minore del mol¬ 
tiplicando. 

zioni, bisogna cioè dividere [244] il prezzo unitario per 7 (per 
conoscere intanto il prezzo di un settimo di metro), e poi mol¬ 
tiplicare il quoziente per 3. 

L’identità delle tre questioni ba fatto dare lo stesso no¬ 
me all’ operazione aritmetica con cui si risolvono, benché 
l’operazione vari da caso a caso; talvolta semplice, talvolta 
composta di due operazioni. Ma, invece di inventare una nuova 
parola, si è conservata quella in uso per il caso più semplice ; 
epperò si stabili di dire, ad es., : 

Moltiplicare per invece di dire dividere per 7. 

Moltiplicare per */„ invece di dire dividere per 7 e poi 
molliplicare il quoziente per 3. 

Cosi, senza che occorra disting^uere un caso dall’ altro, si 
può dire: per ottenere il prezzo di nna porzione stabilita (nu¬ 
mericamente) di stoffa, si moltiplica il prezzo dell’unità per 
il numero rappresentante la porzione di stoffa di cui si tratta. 
( In tal modo si consegue di poter trattare problemi di questa 
natura in generale ). 
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S56. OsN. Sappiamo che il numero intero è un 
caso particolare del numero frazionario, tantoché qua¬ 
lunque numero intero si può mettere sotto forma di 
frazione. Per conseguenza la definizione di moltipli- 
cazione per un numero intero dev’ essere compresa in 
quella di moltiplicazione per una frazione. In altre pa¬ 
role,‘essendo, ad es., 5 =r moltiplicando un nu¬ 
mero per 5 e moltiplicandolo per , si devono otte¬ 
nere risultati eguali. E ciò ha luogo in realtà. 

Infatti, posta la frazione sotto la forma , 
vediamo che per moltiplicare per si può (*), dopo 
di aver diviso per 3, invece che moltiplicare per 16, 
moltiplicare il quoziente per 3 e poi il prodotto 
per 6. La seconda operazione distrugge l’effetto della 
prima ; epperò in fatto, moltiplicando un numero 
per oppure moltiplicandolo per 5, si ottengono 
prodotti eguali. 

Se i due prodotti non fossero stati eguali, le 
due definizioni di moltiplicazione si sarebbero con¬ 
tradette tra loro, e la nuova non si sarebbe potuta 
accettare. 

£ manifesto che, anche quando il moltiplicatore è una 
frazione, si può dire che il prodotto è formato col moltipli¬ 
cando, come il moltiplicatore è formato con l’unità. Conside¬ 
rando la cosa in questo modo, i due casi di moltiplicazione 
per un intero e per una frazione hanno definizione comune. 

Si potrebbe anche dire: Moltiplicare per una frazione 
significa delerminare quella parte del moltiplicando che è 
indicata dal moltiplicatore. 

Quest’ ultima definizione accenna meglio delle altre in 
qual caso, in pratica, si deve ricorrere alla moltiplicazione. 

(*) Qui veramente si allude ad ntir teorema che viene 
nel seguito, perchè nel prodotto di tre fattori, di cui si parla, 
il primo può essere una frazione. Ma è facile rendersene 
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457. Sia ora da moltiplicare, es., ad la frazio¬ 
ne^ per 4-- ^ 

Sappiamo che moltiplicare -:j- per vuol dire 


dividere per 3 e poi moltiplicare il quoziente 
por 4. La prima operazione [245] ci dà ; con la 
seconda [239] otteniamo -^44 ^ dunque : 


6 4 6.4. 

T ' 3 ^ 7.3’ 


quindi la : 


858. Resola. Il podotto di due frazioni è una 
frazione che ha pr numeoatore il podotto dei nume¬ 
ratori, e per denominatore il prodotto dei denomina¬ 
tori. (*). 

359. Nella regola precedente è contenuto il caso 
della moltiplicazione di una frazione per im intero; 
basta perciò riguardare l’intero come una frazione 
con denominatore uno. 

Infatti egli è, ad es., : 


3 _ 3 7 3 7 

— .7—4.1— 4 


come si sarebbe trovato operando secondo la regola 
trovata a posta per questo caso. 

360. E compresa anche la regola di moltiplica¬ 
zione d’un intero per una frazione. Ad es., si debba 
moltiplicare 7 per • 

Sappiamo che moltiplicare per significa divi- • 
dere per 4 e poi moltiplicare per 3. Con la prima 


ragione, imaginando scritte 16 frazioni, eguali al primo fat¬ 
tore, disposte in 3 gruppi ciascuno di 5. 

(*) Si suol dire: per moltiplicare una frazione per un’al¬ 
tra, si moltiplicano i numeratori tra loro e i denominatori 
tra loro, lasciando sottinteso che cosa si deve poi fare dei 
prodotti. 
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operazione [249] si ottiene-^; la seconda [239] ci 
dà ^ . A questo medesimo risultato si perviene ap- 
pimto operando secondo la regola di moltiplicazione 
di due frazioni, purché si imagini di dover moltipli¬ 
care per . 

, a«l. Oss. Sappiamo [254J che moltiplicare per 
.una frazione significa dividere per il denominatore e 
poi moltiplicare il quoziente per il numeratore. Ora, 
se prima di eseguire la moltiplicazione, si moltipli¬ 
cassero i due termini della frazione moltiplicatore 
per uno stesso numero, o si sopprimesse un loro fat¬ 
tore comune, la frazione non muterebbe di valore 
[213, 214J, ma resterebbe modificata l’operazione che 
si deve fare sul moltiplicando ; non resterebbe però 
alterato il risultato finale. Per convincersene basta 
por mente alla regola per la moltiplicazione delle 
frazioni. Infatti, semplificando, ad es., il moltiplica¬ 
tore, si viene in qualche modo a semplificare anticipa* 
tamento il prodotto. 

Prodotti di più numeri. 

86». Come per i numeri interi, così anche per le 
frazioni avviene che, date alquante frazioni, si debba 
moltiplicare la prima per la seconda, poi U prodotto 
per la terza, e cosi via. 

L’ ultimo prodotto si dice prodotto delle frazioni 
date^ e si indica scrivendo le frazioni, una in seguito 
all’ altra, separate da punti. 

863. Ad es., si debbano moltiplicare tra loro le 
frazioni : 


2 

6 


4_ 
3 ’ 


7 

11 ’ 


1 • 





— 169 — 

Moltiplicando successivamente [258], si ottiene 
il prodotto finale ; 

2 . 4 . 7 . 9 
6 . 3 • 11 ’ 

»6i. Keeola. Il prodotto di quante si vogliano 
frazioni è la frazione, cìie ìia per numeratore il pro¬ 
dotto dei numeratori, e per denominatore il prodotto dei 
denominatori. 

!865. Osa. Dovendo fare il prodotto di più fra¬ 
zioni, giova lasciar dapprima indicate le moltiplica¬ 
zioni tra i numeratori e quelle tra i denominatori, ed 
osservare se nei due termini della frazione prodotto 
ci siano fattori comuni da sopprimere. Così, ad es., 
dovendo fare il prodotto delle frazioni -y, 
dapprima si scrive il prodotto sotto la forma : 

10 • 21 . 3 . 

7 . 6 .11’ 

cosi si scorgono più facilmente i fattori comuni ai 
due termini, e si evitano operazioni inutili. Soppri¬ 
mendo questi fattori, si ottiene . 

3«6. Teor. Un prodotto non muta, se si muta 
r ordine dei fattori. 

Dim. Infatti i prodotti che si ottengono molti¬ 
plicando tra loro le medesime frazioni [222], pren¬ 
dendole in due ordini differenti, hanno eguali i nume¬ 
ratori come prodotti dei medesimi numeri interi [87]. 
E per la stessa ragione sono eguah i denominatori. 

367. Dal teorema precedente, in modo del tutto 
analogo a quello usato allorquando si consideravano 
unicamente numeri interi, si possono dedurre i corol¬ 
lari seguenti : 

1*. In un prodotto di pià fattori si può sostituire 
ad alquanti fattori il loro prodotto effettuato. 


quindi la : 






— 160 — 

2“. Invece di moltiplicare successivamente j)er dei 
numeri, si può moltijilicare jier il laro 2 >rodoito. 

3*. Dovendo moltiplicare per un prodotto, si può 
invece móltipilicare successivamente per i singoli fattori. 

4*. Per moltiplicare un prodotto per un numero, 
basta moltiplicare uno dei fattori per quel numero. 

6®. Il prodotto di due quaterne della stessa base, an¬ 
che se frazionaria, è la potenza della stessa base, che ha 
per esponente la somma degli esponenti. 

Prodotto di una somma per una somma. 

368. Teor. Dovendo moltiplicare una somma jìer 
una somma, si jmò invece moltiplicare le singole parti di 
un fattore per le singole parti dell’ altro e sommare i 
prodotti parziali. 

Dim. Qaesto teorema fu già dimostrato per nu¬ 
meri interi; qui si tratta di riconoscere che esso sus¬ 
siste per numeri qualunque. 

Ad es., si debba moltiplicare la somma : 

5 2 6 

-g—h 4 -f- per la somma 2 

Siducondo i termini di ciascun fattore a comun 
denominatore e sommando, otteniamo : 

6 -(- 12 -i- 2 10-1-6 

8 ’ 6 
Ora si dovrebbero moltiplicare i numeratori tra loro, 
e poi i denominatori. Il primo prodotto, essendo i 
fattori due somme di numeri interi, si può [76J otte¬ 
nere moltiplicando le singole parti d’una somma per 
le singole parti dell’ altra e sommando i prodotti par¬ 
ziali. Il prodotto delle due somme date è dunque rap¬ 
presentato dalla frazione : 

6 ■ 10 -i- 13 . 10 q- 2 • 10 -}- 5 • 6 -1- 1-2 . 6 + 2 • 6 








— 161 — 

la ((uale si può considerare come il risultato della se¬ 
guente addizione : 

5-10 12 • 10 2 • 10 , 5-6 12-6- 2-6 

■ 3 ^"^ 3-5 3 • 6 3-6 3 • 6 3-6 ■ 

È facile riconoscere [268J nei singoli termini di co- 
desta espressione i prodotti parziali accennati nel teo¬ 
rema, che cosi resta dimostrato. 

269. Ohm. Nel teorema precedente il* numero 
delle parti che compongono le due somme è indeter¬ 
minato, epperò è compreso anche il caso che uno 
solo dei fattori sia una somma. 

270. In base al teorema precedente in pratica, 

variando il modo di calcolare, si può spesso ottenere 
più speditamente im prodotto. Ad es., dovendo mol¬ 
tiplicare 12 per la somma 4 -|— ^ si moltiplica 12 
separatamente per 4 e per ; dal secondo prodotto 
parziale si estraggono gli interi, e cosi si trova per 
risultato 62 -i- . 

Molto spesso, specie nei calcoli mentali, si de¬ 
compone opportunamente il moltiplicatore in par¬ 
ti. Ad es., dovendo moltiplicare per si imagina 
di dover moltiplicare per la somma -5" H — T » 

Divisione per una frazione- 

271. Abbiamo veduto che, in seguito all’ intro¬ 
duzione delie frazioni, la divisione è in ogni caso 
r operazione mediante la quale, dato il prodotto di 
due fattori ed uno di questi, si determina l’altro. Era 
però sottointeso che uno almeno dei fattori, e per l’ap¬ 
punto il moltiplicatore, fosse un numero intero, per¬ 
chè non si era ancora considerata la moltiplicazione 

per una frazione. Ora può accadere che sia dato il 

u 
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prodotto di due frazioni ed una di queste e si debba ti'o- 
vare queir altra. L’operazione, che vale a tal uopo, qua- 
liuique essa sia per essere, si chiamerà divismie. E poi¬ 
ché un prodotto è indipendente dall’ordine dei fattori, 
nel definirla non occorre far cenno se il fattore inco¬ 
gnito sia il moltiplicando od il moltiplicatore. Adunque : 

37», I>er. La divisione è V operazione mediante fa 
quote, dato il prodotto di due nutneri ed uno di questi, 
si determina V altro. 

Il prodotto dato si dirà dividetulo; il fattore noto 
divisore; l’incognito si chiamerà quoziente. 

Abbiamo già trattata la divisione d’un intero per 
un intero e quella d’una fìrazione per un intero ; pas¬ 
siamo a considerare gli altri due casi. 

373. liCmma. Se una cosa è uguale ad m ennesimi 
iV U7i’ altra, questa è uguale ad n emmesimi della prima. 

Diin. Infatti, dicendo che una cosa è uguale ad 
m ininesimi di un’ altra, si dà a capire che, dividendo la 
prima in m parti eguali e l’altra in n parti eguali, le parti 
flelle due cose sono poi tutte uguali tra loro. Ma cosi è 
manifesto che la seconda si può pensare come compo¬ 
sta di n parti eguali ad un enunesimo della prima, od in 
altre parole che è uguale ad n emmesimi della prima. 

374. Ed ora proponiamoci, ad es., di dividere 
r intero 11 per la frazione 

Il numero, che cerchiamo, dev’ esser [272J tale 
che, moltiplicato per dia 11. Il numero 11 deve 
essere [264] adunque i del numero domandato ; 
per conseguenza [273] questo numero è i di 11, e 
si troverà [254] moltiplicando 11 per . 

Egli è pertanto: 
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ìSìS. Consideriamo infine la divisione di una fra¬ 
zione per un’ altra. Proponiamoci, ad es., di dividere 

■T P®'' T-- - • 

H numero, che cerchiamo, moltiplicato per -l*, 

deve [272] dare . La frazione deve essere [2^] 
pertanto i del numero domandato;,per conse¬ 
guenza [273] questo numero è i della finzione 4^ , 
e si troverà [264] moltiplicando per - 5 - ♦ • 

Egli è adunque (*) : 

11 _ 3 _ _ _ 11 _ _ 7 _ 

6 * 7 ~ 6 ■ 3 • 


Regola generale per la divisione. 


376. Le regole dei quattro casi 
possono fondere in una sola. Infatti, 
[249,246,274, 276]: 



3 

• 7 - ^ 

3 

6 

“6-7 

“ 6 

11 

3 

■ 7 ~ 

= 11 

11 

3 

11 

6 

• j — 

“ 6 


di divisione si 
essendo ad es. 

_ 1 _ 

7 ’ 

1 

7 ’ 

_7_ 

8 ’ 

J_ 

3 ’ 


(*) Alla stessa conchiasione si perviene ragionando nel 
modo seguente. 

Poiché la frazione 'Vs dev’essere il prodotto della fra¬ 
zione per la domandata, se i due termini della prima fos¬ 
sero divisibili rispettivamente per quelli della seconda, facendo 
le due divisioni, otterremmo i termini della frazione quozien¬ 
te. [258]. Ma codesta proprietà noi possiamo farla acquistare 
al dividendo, moltiplicandone i termini per numeri convenien¬ 
ti. |218|. Cosi otteniamo: 

11 3 11.3-7 8 


11 . 7 


11 


7 
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ranunontando che un intero si può [222] riguardare 
come una frazione con denominatore 1, e stabilendo 
che due finzioni, quali ad es. le due e , e le 
due -p ed -Y"» sono formate dagli stessi numeri, 
ma scambiati di posto, si dicano ciascuna V inversa 
deli’ altra, conchiudiamo la : 

S’i’ì. Redola. Per dividere nn numero ì>er un al¬ 
tro, si moltiplica il dividendo pe>' V inverso del divisore. 

fSIH. Cor. Dalla regola precedente risulta che, 
secondo che il divisore è maggiore, uguale o minore 
dell’ unità, il quoziente è minore, uguale o maggiore 
del dividendo. [255]. 

Teoremi sulla divisione. 

J879. Teor. Dovemh dividere una somma per un 
numero, si può dividere per questo numero le singole 
parti del dividendo, e poi sommare i quozienti parziali. 

Dlm. Infatti, poiché, per dividere, ad es., la 

3 , ,, J ^ 

somma: 11 -j- 

per bisogna [277] moltiplicare la somma per e 
questo prodotto si può [269] ottenere moltiplicando le 
singole parti della somma per e sommando i pro¬ 
dotti parziali, il quoziente si può [277] ottenere divi¬ 
dendo per le singole parti del dividendo e som¬ 
mando poi i quozienti; por l’appunto c. d. d. 

380. Teor. Pe>' dhndere un prodotto jier tm nu¬ 
mero, basta dividere uno dei fattori per questo numero. 

Dlm. Ad es., si debba dividere il prodotto 
(o • b • e - d) per il numero Sappiamo che il quo¬ 
ziente è espresso dal prodotto [277] : 
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In questo prodotto due fattori qualunque, ad es. i 
due 6 0 , si possono [267, 1 ®J surrogare col loro 

prodotto; e qiresto prodotto equivale poi [277J al 
quoziente di h per . Conchiudiamo che è : ' 

|a • 6 • c • d) : = a {b : c • d. 

281. Cor. Per dividere un prodotto per uno dei 
fattori, bontà sopprimere questo fattore. 

Uim. Infatti per dividere, ad es., il prodotto 
[a • b • c • d) per il numero 6 , basta [280] dividere per 
questo divisore il fattore h. E perchè il quoziente di 
questa divisione è 1 ’ unità, e l’unità come fattore si 
può tralasciare senz’ altro, egli è appunto : 

(a ■ b • c • d) b — a • c • d. 

282. Tcor. Dovendo dividere un numero per im 
prodotto, si può dividere successivamente per i singoli 
fattori. 

nim. Sappiamo che, per dividere un numero n, 
ad es., per il prodotto (-|- • 7 • bisogna moltipli¬ 
care [277] il numero per il prodotto (-|- • , 

il quale manifestamente [264] è l’inverso del divi¬ 
sore. Ma, invece di moltiplicare n per il prodotto, si 
può [267, 3”] moltiplicare n per ^ , poi il prodotto 
por , e infine il prodotto per ; e queste moltipli¬ 
cazioni equivalgono [277] a dividere n per -|- , poi il 
quoziente per 7, ed infine il nuovo quoziente per . 

Cosi resta provato che, ecc. 

28». Teor. Moltiplicando due numeri per un terzo 
qualunque, il loro quoziente non muta. 

nim. Siano due numeri a, b, ed un terzo c qua¬ 
lunque. Dico essere : 

a : b = {a ■ c) : {b ■ c). 
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Sappiamo [282J che, dovendo di\ddere un nu¬ 
mero per il prodotto (6 • c ), si può dividere prima 
per c, e poi il risultato per b. Ma dividendo il pro¬ 
dotto (a • c) per c, si ottiene per quoziente a. Ri¬ 
mane dunque da dividere a per h. Cosi il teorema è 
dimostrato. 

884. C®r. Dividendo due numeri per un terzo, il 
loro quoziente non muta. 

nim. Infatti, dividere per un numero equivale 
[277] a moltiplicare per il suo inverso, e moltiplicando 
dividendo e divisore per uno stesso numero il quoziente 
non muta. [283J. Quindi anche, ecc. 

S8S. Oss. Rammentando che una fi'azione rap¬ 
presenta il quoziente di una divisione, si riconosce 
che il teorema : una frazione non muta di valore, se 
si moltiplicano o si dividono i suoi termini per uno 
stesso numero, non è che un caso particolare dell’ ul¬ 
timo teorema e del suo corollario, il caso cioè in cui 
il dividendo, il divisore e il numero per cui i due altri 
vengono moltiplicati, o divisi, sono numeri interi. 

286. Teor. 77 quoziente di due potenze (T una 
stessa base, anche se questa sia una frazione, è tufuale 
a quella potenza della base stessa, il cui esponente è 
la differenza tra gli esponenti del dividendo e del di¬ 
visore. 

IMm. Sia a un numero frazionario. Dico essere, 
ad es., : a* : a® =r a*~*. 

Infatti, se nel dividendo a* si sostituisce a 5 de’suoi 
fattori il loro prodotto effettuato [267, T], ed ai ri¬ 
manenti (8 — 5 ) fattori pure il loro prodotto, il di¬ 
videndo assume la forma (a* • E cosi è reso 

manifesto [281] che, dividendolo per a si ottiene 
per quoziente a®. 
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Esercizi. 


92. Dimostrare che aggiungendo uno stesso numero ai ter¬ 
mini d’nna frazione, si ottiene una frazione che è mag¬ 
giore della prima, se questa è pura, e minore, se è spu¬ 
ria. (Si consideri quella frazione che, ag^unta o sot¬ 
tratta dalla primitiva, dà per risaltato l’nnità..[59] ), 

93. Qual numero si deve aggiungere ai due termini della fra¬ 
zione */.„ afSnché la frazione risultante differisca dall'u¬ 
nità soltanto di 

94. In qual caso una frazione data si può convertire in una 
frazione avente per denominatore un dato numero? Ad es., 
può la frazione */,j essere convertita in frazione con deno¬ 
minatore 20? 

95. Dimostrare che le frazioni: 

12 1212 121212 

17 ’ 1717 ' 171717 ‘ 

sono equivalenti. (Si osservi che è 121212 = 120000 -f-1200 
-f-12. Si vede [74] che 121212 è un multiplo di 12, e preci¬ 
samente il moltiplicatore è ecc.). 

96. Dimostrare che le frazioni: 

8 3003 3003003 

104 ' 104104 * 104104104 

sono equivalenti. Osservare un certo modo per dedurre da 
una frazione altre frazioni equivalenti 

97. Come si ridurrebbero date frazioni ad avere medesimo 
numeratore? Numeratore comune minimo. 

98. Trasformare le due frazioni ®/,j, ‘Vn in altro due, tali che 
il denominatore della prima sia eguale al numeratore 
della seconda. (Questo termine comune deve [216] essere 
comune multiplo di 10 e 16. Il più opportuno da prendere 
è il minimo comune multiplo). 

99. Trasformare le tre frazioni */,^, <*/i 7 in altre tre, tali 

che il denominatore di ciascuna sia eguale al numera- 
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tore della seguente. (Si trasformino intanto le due prime 
cosi da sodisfare le condisioni del problema. Poi ei operi 
allo stesso fine sulla seconda e snlla terza. Eco ). 

100. Essendo date alquante frazioni, già ridotte a denomina¬ 
tore comune, come si riconosce se esse sono ridotte al 
minimo comune denominatore? (Basta cercare il massi¬ 
mo commi divisore di tutti i termini delle frazioni date). 

lOU Dimostrare che, se più frazioni sono eguali, ciascuna di 
esse è ugnale alla frazione, che ha per numeratore la 
somma dei numeratori, e per denominatore la somma dei 
denominatori. [‘216, 73, 218]. 

102. La somma di due frazioni irreducibili non può essere 
un numero intero, se non quando i denominatori sono 
eguali. 





CAPITOLO X 

FRAZIONI DECIMALI 


Preliminari. 

as». Si chiamano frazioni decimali quello fra¬ 
zioni il cui denominatore è uno dei numeri 10, 100, 
1000, ecc. Tali sono, ad es., le frazioni . 

Le frazioni decimali godono naturalmente tutte 
le proprietà di qualunque altra frazione, però con 
esse il calcolo è più spedito ; si deve attribuire questo 
vantaggio alla facilità con cui si fanno moltiplicazioni 
e divisioni per i numeri 10, 100, 1000, ecc. 

Consideriamo la serie di frazioni : 

.11 1 1 
10 ’ 100 ’ 1000 ’ 10000 . 

È manifesto che ciascuna di queste frazioni è decupla 
di quella che la segue ; epperciò si può dire che tra 
codeste frazioni esiste.analoga relazione, che, ad es., 
tra le cifre del numero 11111, nel quale appunto cia¬ 
scuna cifra ha valore decuplo di quello della prossima 
susseguente. E qui, poiché ormai conosciamo frazioni, 
si presenta spontanea l’idea di prolungare la succes¬ 
sione delle cifre dei numeri interi, a destra di quella 
delle unità, mantenendo la legge che nel passare da 
un posto a quello a destra il valore di una cifra di¬ 
venga la decima parte del primitivo. Ma perchè il 
significato di una cifra si conosce dal confronto del 
posto che essa occupa rispetto a quello della cifra 
delle unità, è manifesto che, se si scrivono altre ci¬ 
fre a destra di quella delle unità, è necessario qual- 
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che segno, per poter poi conoscere codesta cifra. Il 
segno, adottato per tale ufficio, è una virgola che si 
scrive a destra della cifra delle unità. 

In virtù di tale convenzione, ad es., il numero 
111,1111 significa la stessa cosa che l’espressione: 

^ ^10 ^ 100 ^ 1000 ^ 10000 • 

Cosi il numero 32,4703 ha lo stesso significato 
che l’espressione : 


30 + 2 -r 


4 

10 



3 

10000 ■ 


E possiamo dire in generale che : 

388. U7ia cifra, che «a a destra della virgola, 
equivale ad una frazione, il cui nuìneratore è la cifra 
stessa, e il denominatol e è il numero composto con V unità 
e tanti zeri, quante sono le cifre a destra della virgola, 
fino, inclusivamente, alla cifra che si considera. 

389. Per converso, ad es., la frazione si può 
scrivere nel seguente modo : 0,007. 

390. Consideriamo ora, ad es., il numero deci¬ 
male (*) : 32,084. 

Sappiamo intanto che esso equivale alla somma : 


32 -1- 


8 

100 


-r 


4 

1000 ■ 


Riducendo l’intero 32 e la frazione allo stesso 
denominatore dell’ ultima, otteniamo : 

32000 80 4 

1000 1000 Tóòo ■ 


(*) Cosi chiameremo una frazione decimale il cui deno¬ 
minatore non sia scritto, ma sia fatto conoscere mediante la 
virgola. 
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Cosi ora possiamo conchiudere che è : 


32,084 = 


32084 
1000 ■ 


Nello stesso modo si proverebbe, ad es., essere : 


0,00064 = 
1,48 = 


64 

100000 ’ 
148 
100 ■ 


Possiamo quindi enunciare la: 

Resola. Un numero declinale è cqiiivalmtc alla 
frazione decimale, che ha per numeratare il numero in¬ 
tero che si ottiene cancellando la vìrgola nel numero 
decimale dato, e per denominatore il numero composto 
con l’unità e tanti zeri, quante, sono le cifre decimali 


del numero dato. 

SOI. Imaginando scambiati tra loro di posto i due 
membri di ciascuna delle precedenti eguaglianze, esse 
poi ci esprimono la seguente: 

Resola. Volendo scrivere una frazione decimale 
sotto forma di numero decimale, basta scrivere il nu¬ 
meratore, e separare in esso con una virgola tante cifre 
da destra verso sinistra, quantì sono gli zeri del deno¬ 
minatore. Se poi il numeratore ha meno cifre del deno¬ 
minatore, in tal caso si .scrivono prima alla sua sinistra 
tanti zeri, quantì occotrono perchè si possa sejmrare con 
la inrgóla il nummo di cifre dovuto. 

SOS. Per leggere un numero decimale, si legge 
prima la parte intera, e poi la parte decimale, e questa 
come se fosse posta sotto forma di fraziono decimale. 

Cosi, ad es., il numero 32,014 si legge: 32 interi 
e 14 millesimi, appunto perchè è: 

32,014 = 32 + 


1000 ■ 







ì 
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Si può anche dire che la parte decimale si legge 
come fosse un numero intero, e che si fa seguire la 
denominazione delle unità dell’ ultima cifra a destra. 

Quando le cifre decimali, che seguono la virgola, 
sono molte, queste si sogliono dividere in gruppi, cia¬ 
scuno di tre, partendo dalla virgola. L’ultimo gruppo a 
deàlra può constare di due cifre od anche di una sola. 

• Poi si leggono separatamente i singoli gruppi, facendo 
seguire a ciascuno la denominazione che corrisponde 
all’ ultima sua cifra a destra. 

Cosi, ad es., il numero 32,64820432067 si può 
^®gg®re: 32 unità, 648 millesimi, 204 milionesimi, 320 
bilionesimi e 67 centobilionesitni. 

Si rende ragione di questo modo di leggere, fa¬ 
cendo osservare che 6 decimi equivalgono a 60 cente¬ 
simi, i quali, sommati coi 4 rappresentati dalla seconda 
cifra decimale, fanno 64 centesimi. Questi equivalgono 
a 640 millesimi, che, sommati con gli 8 millesimi rap¬ 
presentati dalla terza cifra decimale, fanno 648 m/7- 
lesimi. E cosi via. 

!S93. E manifesto che mm numero decimale non 
muta di valore, se alla destra si scrivono o si sopprimono 
uno 0 più zeri. Cosi, ad es., i numeri 3,72 e 3,7200 
hanno lo stesso valore, dacché i due zeri del secondo 
numero, significando non esserci milìesimi, nè diecimil¬ 
lesimi, si possono lasciare o togliere. 

Qui giova notare che anche a destra d’ un intero 
si possono scrivere degli zeri quasi fossero cifre deci- 
mali, purché però alla destra dell’ intero si segni una 
virgola. 

891. Teor. In un numero decimale una unità di 
qualsivoglia ordine supera la somma di tutte le unità 
rappresentate dalle cifre susseguenti. 


r 
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Dim. Questa proprietà cl’im numero decimalo ha 
la sua ragione in ciò che una unità d’un ordine qua¬ 
lunque vale quanto 10 di quelle dell’ ordine prossimo 
inferiore, dimodoché, ad es., da 1 centenimo si possono 
ricavare 9 millesimi, 9 diccmillceimi, 9 centomillesimi, 
9 milionesimi, e cosi in via, indefinitamente. 

395. Fondandosi sulla precedente proprietà d’ogni 
numero decimale, si decide facilmente, dati duo nu¬ 
meri decimali, quale è il maggiore. 

396. Tcor. Se in un numero decimale si trascu¬ 
rano tutte le cifre decimali che seguono una data cifra, 
T errore che si commette è minore di una wiità delV or¬ 
dine di questa cifra. 

Oim. Ad OS., se, invece del numero 2,4832843, si 
prende il numero 2,48, l’ errore che si commette è mi¬ 
nore di 0,01, giacché il numero 2,49, che supera 2,48 
di 0,01, supera [294J anche 2,4832843. 

Addizione dei numeri decimali- 

397. Poiché nei numeri decimali, come nei nu¬ 
meri interi, qualunque cifra esprime unità che valgono 
ciascuna quanto 10 di quelle dell’ ordino prossimo in¬ 
feriore, l’addizione dei numeri decimali si effettua 
nello stesso modo che quella dei numeri interi. 

Sia proposto, ad es., di trovare la somma dei 
numeri : 

32,047 132 0,0044 e 6,61. 

Si scrivono questi numeri uno sotto 1’ altro in 
modo che le cifre rappresentanti unità di un medesimo 
ordine cadano in una stessa colonna. Perchè avvenga 
questo, basta scrivere gli addendi in modo che le 
virgole si corrispondano. Fatto ciò, cominceremo ad 
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osservare che nella colonna dei diecimillesimi non 
ne troviamo che 4; questi si de¬ 
vono scrivere nel posto del totale. 
Passando alla colonna dei millesimi, 
ne troviamo 4 e poi 7 che fanno 11, 
che fanno cioè 1 millesimo da notare, 
e 10 millesimi, ossia 1 centesimo, che 
si porta] ecc. Quindi la: 

Resola. Per fare V addizione di numeri decimali, 
si scrivono questi numeri, V uno sotto V altro, in modo 
che le virgole cadotto in colo7ina, e si opera poi come si 
trattasse di sommare numeì'i interi. Nella somma si se¬ 
gna la virgola in colonna con le virgole degli addoulL 


32,047 

132 

0,0044 
. 6,6 1 

•17*0,66 14 


Sottrazione dei numeri decimali. 


298. Anche la sottrazione dei numeri decimali si 
eseguisce e si giustifica come quella dei numeri interi. 
Ad es., volendo sottrarre 2,04917 da 13,09, si 
scrive il sottraendo sotto del minuendo in modo che 
le cifro rappresentanti unità dello stesso ordine si 
corrispondano; e jiorchè ciò avvenga basta manife¬ 
stamente scrivere i numeri in modo 
che le virgole cadano l’una sotto 
l’altra. 

E perchè, nel nostro caso, uno dei 
numeri ha meno cifre decimali del- 
1 altro, si toglie il difetto scrivendo o imaginando 
scritti degli zeri nel posto delle cifre che mancano. 

Ed ora, cominciando da destra, si dice ; 7 più 3 
( che si scrive ) fanno 10. Porto 1 ed 1 ( questa è la 
seconda cifra del sottraendo ) fa 2, e 8 ( che si scrive ) 
fanno 10. Ecc. Quindi la : 

Resola. Per trovare la differenza di due numeri 


13,09 
2,049 1 7 
1 1,04083 
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decimali, si sa'ive il minore sotto del maggiore, in guisa 
cJie le virgole cadano in colonna; poi si opera come 
lidia sottrazione dei numeri interi. Si segna in^ fine la 
virgola nel resto, in colonna con le virgole dei numen-i 
dati. Se uno dei numet'i lui meno cifre decimali delValtro, 
si suppone che ci siano degli zeri nel posto delle cifre 
dìe mancano. 


Complemento aritmetico. 

909. Si dice complemento aritmetico di un numero 
decimale il resto della sottrazione di questo numero 
da una unità decimalo di ordine qualsivoglia ; e preci¬ 
samente si dice complemento al 10, quando il nu¬ 
mero dato si sottrae da 10; complemento al 100 sarà 
il resto della sottrazione del numero dato da 100 ; ecc. 
Cosi, ad es., il complemento al 10 di 0,004172 è 
9,995828. 

Quando si devono eseguire successivamente pa¬ 
recchie addizioni e sottrazioni con numeri decimali, 
usando del complemento aritmetico si ottiene oppor¬ 
tuna uniformità nel calcolo. Vedremo questo in un 
esempio. Ma prima dimostriamo il : 

300. Teor. Dovendo sottrarre un numero, si jmi* 
invece aggiungere un suo complemento aritmetico e sot¬ 
trarre poi dal risultato V unità sulla quale si è p eso il 
complemento. 

l»ini. Sia, ad es., da sottrarre il numero 6,4078 
da 45,7, e si prenda del sottraendo il complemento ad 
una unità decimale qualunque, ad es. a 10. Questo 
complemento è 3,5922, dimodoché è: 

6,4078 -Ir 3,5922 = 10. 

Ora è manifesto che se, invece di sottraiTe 6,4078, si 
aggiunga al minuendo il complemento 3.5922, poi, per 
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dedurre dal risultato il residuo richiesto, si dovranno 
sottr4irre successivamente il numero dato e il suo com¬ 
plemento, oppure, ciò che torna lo stesso, basterà sot¬ 
trarre la loro somma 10. 


Es. Sia da calcolare il valore doli’ espressione : 
8.J)412 — 1,476 + 6,3013 — 0,47713 — 1,48644. 

In luogo di sottrarre 1,476, si ag- 
8,0412 giunga 8,524, suo complemento a 10, 

8)524 e si sottragga 10 dal risultato. Al- 

6,30 1 3 trettanto si dica per ciascuno degli 

9,52287 altri sottraendi. Riservandosi di sot- 
8,51356 trarre infine le unità su cui si son 
4 0,90293 presi i complementi, basterà una 
sola addizione. 

Sottraendo le 3 decine, si ha il cercato valore' 
10,90293. 


Moltiplicazione dei numeri decimali. 

301 . Proponiamoci, ad es., di moltiplicare 42,0725 
por 0,063. 

Scrivendo i due numeri dati sotto forma di fra¬ 
zione ordinaria, troviamo di dover moltiplicare : 

420725 63 

10000 P®*' lòòò'’ 

Cosi, por la regola di moltiplicazione delle frazioni 
[258J, abbiamo per prodotto : 

420725 • 63 
10000 . 1000 ■ 

In questa fraziono il numeratore è il jirodotto 
dei numeri decimali dati, fatta astrazione dalle vir¬ 
gole ; e il denominatore è composto con l’unità e 
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tanti zeri, quante sono le cifre decimali che hanno 
insieme i due fattori. Epperò, fatta la moltiplicazione 
indicata nel numeratore, basterà poi [291] separare 7 
cifri; decimali, perchè tanti sono gli zeri del denomi¬ 
natore. Possiamo quindi conchiudere la: 

IteKola. Per fare il prodotto di due numeri de- 
rimali, « fa prima il prodotto come noti ci fossero vir¬ 
gole; jx)i si separano a destra del risidtatQ tante cifre, 
quante sono le cifre decimali che hanno insieme i due 
fattori. 

Oss. La regola precedente comprende il caso 
ohe uno dei fattori sia intero. Lo si riguarda come 
un fattore, che non ha neanche una cifra decimale. 

303. Proponiamoci ora di moltiplicare un numero 
decimale qualunque per uno dei numeri 10, 100, 1000, 
eco. Ad es., sia da moltiplicare 8,409 per 100. 

Operando secondo la regola precedente, otteniamo 
dapprima 840900, e poi 840,900, dove si possono 
lancellare i due zeri finali. È adunque: 

8,409 • 100 = 840,9. 

Nello stesso modo si trova, ad es., : 

0,7 • 10 = 7 
1,4046 • 1000 = 1404,6. 

Quindi la: 

llceola. Per moltiplicare un numero decimale per 
10, 100, 1000, . , basta trasportare la virgola rispet- 

tivamente di uno, due, tre, . . . posti terso destra. 

303. Poiché la divisione è l’operazione mediante 
la quale, dato il prodotto ed uno dei fattori, si trova 
quell’ altro, dalla precedente regola si ricava que¬ 
st’ altra : 

Reffola. Per dividere un numero decimale per 

19 
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10, 100, 1000, .... basta trasportare la inrgola rispet¬ 
tivamente di uno, dite^ tre, . , . posti verso sinistra. 

Ad es-, è 123,08 : 100 = 1,2308 
4907600 : 10000 = 490,76. 

301. Oss. Relativamente alle due ultime regole 
dobbiamo osservare che, se nel moltiplicando, oppure 
nel dividendo, non si trovano tante cifre quante de¬ 
vono essere oltrepassate dalla virgola, allora si scri¬ 
vono a destra del moltiplicando, oppure a sinistra del 
dividendo, degli zeri in numero conveniente. 

Cosi, ad es., si ha : 

12,1 • 1000 = 12,100 • 1000 = 12100 

3,4 : 1000 = 0003,4 : 1000 = 0,0034. 

Divisione dei numeri decimali. 

303. Proponiamoci di dividero 0,81 per 4,8092. 

Sappiamo [283] che, se il dividendo e il divisore 
d’ una divisione si moltiplicano per uno stesso numero 
qualunque, il quoziente non muta. Nel nostro caso, se 
moltiplichiamo i due numeri dati per 10000, otte¬ 
niamo per prodotti due numeri interi, che sappiamo 
poi dividere l’uno per l’altro. Egli è adunque: 

0,81 : 4.8092 = 8100 : 48092. 

Se avessimo dovuto dividere 7 per 0,41, avremmo 
moltiplicato i due termini per 100, e trovato: 

7 : 0,41 r= 700 : 41. 

È manifesto che l’operazione si riduce in fondo 
a rendere uguali mediante zeri i numeri delle cifre 
decimali del dividendo e divisore ( se queste cifre non 
sono già in egual numero ), sopprimere poi le vfrgole, 
e dividere l’uno per l’altro i numeri interi cosi otte¬ 
nuti. Ripetendo queste conchiusioni, abbiamo la : 

Recola. Per trovare il quoziente di due numeri 
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decimali, si fa in guisa che essi abbiano cifre decimali 
in egual numero, scrivendo aìV •uopo degli seri in nu¬ 
mero concetiienfe alla destra del numero che avesse meno 
cifre decimali. Poi si cancellano le virgole, e si dividono 
T uno per V altro i numeri interi cosà ottenuti. 

306 . La divisione dei numeri interina cui si ri¬ 
duce la divisione di due numeri decimali, non con¬ 
duce ad un quoziente intero, se non quando il divi¬ 
dendo è un multiplo del divisore. In ogni altro caso 
si trova per quoziente una frazione ordinaria, o ])ura 
0 spuria. [249J. In pratica avviene che in questo caso 
si preferisca di aver il quoziente sotto forma di nu¬ 
mero decimale, anche a costo che in esso ci sia un 
errore, purché però questo errore non sorpassi un 
certo limite prestabilito. Questo limite dell’errore, o 
grado (f approssimazione, si esprime ordinariamente di¬ 
cendo che il quoziente deve avere un certo numero 
di cifre decimali. Quando si dice, ad es., che il quo¬ 
ziente si vuole con tre decimali, si intende dire che 
si vuole un numero che differisca dal vero quoziente 
meno di un millesimo. Vediamo in qual maniera lo si 
determini. 

Conversione di una frazione ordinaria in decimale. 

307 . Convertire una frazione ordinaria in deci¬ 
male vuol dire trovare un numero decimale, che diffe¬ 
risca di meno di una unità delV ordine della sua ultima 
cifra dalla frazione ordinaria data. 

Di solito, quando si fa la conversione d’ una fra¬ 
zione ordinaria in decimale, è prestabilito quante cifre 
decimali deve avere il numero che si cerca. Può darsi 
che codesto numero sia eguale alla frazione data ; in 
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tal coso si dico che la conversione si è potuta fare 
esattamente. Nel caso opposto il numero decimale è 
un valore approssimato alla frazione data a meno di 
una unità dell’ ordine dell’ ultima sua cifra. 

308 . Per trovare la regola per la conversione d’una 
frazione ordinaria in decimale, proponiamoci, ad es., 
.di convertire la frazione i in un numero decimale con 
tre cifre decimali. 

Imaginando di porre il numero decimale ricercato 
sotto forma di frazione decimale [290], se indichiamo 
con X il numeratore, possiamo esprimere la condiziono, 
che deve sodisfare codesto numero x, scrivendo (*); 

X _ 3 ^05-1-1 

TOÓÒ' ^ T" 1000 ■ 
Moltiplicando i tre numeri per 1000, otteniamo : 

3 

X • 1000 < £c -H 1 , 

donde risulta che il numero decimale richiesto, quan¬ 
do si prescinda dalla virgola, à la parte intera del 
prodotto di per 1000. 

Mettendo codesto prodotto sotto la forma : 

3 . 1000 

7 

e rammentando che [260] una frazione rappresenta il 
quoziente della divisione del numeratore per il deno- 

(*) Per significare che un numero a è minore di un nu¬ 
mero b, si scrive: a < 6, e si legge: a minore di b. 

Per significare che a è ugnale o minore di b (non mag¬ 
giore di b), si scrive : 

a ^ b. 

Abbiamo messo tra le due prime frazioni ambidue i se¬ 
gui z= e <C, perchè non sappiamo se la conversione si possa 
fare esattamente o soltanto per approssimazione. 
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inin.itore, troviamo di poter dire che il numero deci¬ 
male richiesto, quando si prescinda dalla virgola, è il 
quoziente intero della divisione del prodotto (^3 • 1000 ) 
per 7. 

Praticamente l’operazione consiste nello scrivere 
a destra del numeratore della fraziono data tanti zeri, 
quante sono lo cifre decimali che deve avere il nu¬ 
mero domandato, dividere poi ( in senso ristretto ) il 
numero cosi formato per il denominatore, e in fine se¬ 
parare alla destra del quoziente intero tante cifre 
decimali, quante ne devo avere il numero decimale 
che si cerca. 

Notiamo infine che si può far di meno di scrivere 
gli zeri sopra accennati a destra del numeratore (del 
dividendo ), perchè basta scriverli successivamente 
uno alla volta alla destra dei resti. Ad ognimo di que¬ 
sti zeri ( che si cominciano a scrivete quando nel di¬ 
videndo non ci sono più cifre da calare ) corrisponde 
una cifra decimalo del numero domandato. E poiché 
la cifra dei decimi si ottiene da quel dividendo par¬ 
ziale che si forma scrivendo per la prima volta uno 
zero alla destra di un resto, si capisce che, quando 
non ci sono più cifre da calare, si può scrivere la vir¬ 
gola a destra delle cifre già trovate. 

Da quanto abbiamo detto possiamo conchiu¬ 
dere la ; 

a09. Regola. Per convertire una frazione ordi¬ 
naria in decimale, si divide il numeratene lìer il deno- 
mhuitore, e si poìie una virgola a destra del quoziente. 
Poi si salve uno zero alla destra del resto, e si divide 
il tmmero, così famato, pa- il denominata^ ; il quoziente 
è la pt'ima cifra decimale. Si salve uno zero alla destra 
del nuovo resto, e si divide il numero così ottenuto per 
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il denominatore-, il quoziente è la seconda cifra deci¬ 
male. Così si continua finché si siano calcolate tante 
cifre decimali, quante sono domandate. (*). 

310. Oms. I*. Quando il numeratore della fra¬ 
zione, che si vuol convertire in decimale, è minore del 
denominatore, la parte intera del numero decimale 
cercato è zero. [99]. In tal caso si scrive uno zero a 
destra del dividendo, e cosi si ha il dividendo par¬ 
ziale da cui si ricava la cifra dei decimi (la quale 
potrebbe essere zero anch’ essa ). Ecc. 

311. Oss. 3.* Nel convertire una frazione ordi¬ 
naria in decimale può darsi che il resto dell’ultima 
divisione parziale che si deve fare, perchè il risultato 
abbia il grado voluto d’approssimazione, sia zero. In 
tal caso il numero decimale trovato è uguale alla fra¬ 
zione data, e la conversione si è potuta fare esatta¬ 
mente. 

Può accadere che sia eguale a zo'o un resto ante¬ 
cedente a quell’ultimo a cui si pensava di arrivare. 

Potrebbe anche darsi che s’incontrasse un resto 
nullo, calcolando piti cifre delle domandate. In questo 
caso la conversione si può fare esattamente; ma il 
numero decimale uguale alla frazione data avrebbe 
troppe cifre (relativamente alla questione che si tratta) 
e ci si contenta d’mi valore approssimato. 

313. La regola, che abbiamo trovata [305] per 
la divisione con numeri decimali, ci insegna a ridurre 
la divisione a quella di due interi, e quindi dà il quo¬ 
ziente sotto forma di fi’azione ordinaria [249], che si 
potrà poi convertire in decimale seguendo la regola 
pur ora stabilita. 

(*) O, in altre parole: finché il numero trovato abbia il 
grado d’approssimazione richiesto. 
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Nel caso che il dividendo sia un numero decimale 
e il divisore sia intero, invece di pareggiare con zeri 
le cifre decimali e sopprimere poi le virgole [306], è 
più semplice in pratica compiere la divisione come si 
trattasse di numeri interi, mettendo la virgola nel 
quoziente allorquando si comincia a calare cifre de¬ 
cimali, e scrivendo poi degli zeri a destra dei resti 
noi caso che, scese tutte le cifre decimali, D quoziente 
non avesse ancora il grado di approssimazione che si 
desidera. 

Per giustificare questo processo, supponiamo di 
dover dividere 82,4876 per 692, e che sia chiesto il 
quoziente con due decimali. 

Ponendo il quoziente sotto forma di frazione de¬ 
cimale [290], rappresentando con x il numeratore 
( che è il numero richiesto, tolta in esso la virgola), 
possiamo esprimere la condizione che deve sodisfare 


il numero intero x, scrivendo : 

^ 82,4876 : 692 < 


x -f 1 
100 


Moltiplicando i tre numeri per 100, abbiamo : 

x ^ (82,4876 : 692) 100 < x 1. 

E 7 )orchè moltiplicando il dividendo per un numero, 
il valore del quoziente riesce moltiplicato per questo 
numero (*), abbiamo [302] anche: 

X ^ 8248,76 : 692 < x -f- 1. 


(♦; Abbiamo provato [280] che, dovendo dividere un pro¬ 
dotto per un numero, basta dividere uno dei fattori per questo 
numero; cosicché è, ad es.,; 

(ab) : e = (a : c) 6. 

Quest’ eguaglianza, tradotta in ling;naggio ordinario comin¬ 
ciando dal secondo membro, esprime appunto che: moltipli¬ 
cando il dividendo per un numero, il quoziente viene mol¬ 
tiplicato per questo numero. 
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Osservando questa relazione, si conchinde che il nu¬ 
mero ac è il quoziente intero della divisione di 8248 
per 592. E perchè infine bisogna tagliare nel numero 
X due cifre mediante una virgola, si riconosco che 
nel far la divisione del numero decimale dato per 592, 
si ^uò metter la virgola nel quoziente, quando non ci 
sono altre cifre della parte intera da calare. Ad ogni 
cifra decimale del dividendo, che discende, corrisponde 
una cifra decimale dello stesso ordino nel quoziente. 

Nel nostro caso si trascurano quelle cifre del di¬ 
videndo che darebbero cifre non chieste per il quo¬ 
ziente ; si dovrà invece scrivere degli zeri alla destra 
dei resti, nel caso che, giunti ad adoperare l’ultima 
cifra del dividendo, il quoziente non avesse ancora il 
grado d’approssimazione domandato. 

313. Nel caso che il dividendo e il divisore siano 
decimali, e il dividendo abbia più cifre decimali del 
divisore, si può ricondurre la divisione al caso prece¬ 
dente, nel quale il divisore soltanto è intero. 

Ad es., dovendo dividero 103,00981 per 2,41, si 
moltiplicano i due numex’i per 100 ( perchè il divisore 
ha due cifre decimali [302j ). Cosi il divisore diventa 
intero, senza che per questo venga alterato il quo¬ 
ziente. [283]. 

Condizione alla quale deve sodisfareunafrazione ordinaria, 
affinchè sì possa convertire esattamente in decimale. 

31‘i. Noi abbiamo trovata una regola per conver¬ 
tire una frazione ordinaria in decimale. Ora vedremo 
come sia facile predire se la conversione si può fare 
esattamente, e come, nel caso affermativo, si possa 
predire il numero delle cifre decimali del numero de¬ 
cimale che è uguale alla frazione data. 
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315. Te®r. Affinchè una fraeione irreducibile si 
j) 08 sa convertire esattaìnente in decimale, è necessario 
e sufficiente che il denominatore non sia divisibile .per 
numeri primi diversi da 2 e da b. 

Dlm. 1*. La condizione enunciata è necessaria, 
infatti, se è una frazione irreducibile che si possa 
convertire esattamente in una frazione decimale, il 
denominatore di questa frazione decimale, ohe è un 
numero scritto con l’imità e zeri, è necessariamente 
[216] multiplo di 6, ossia h divide esattamente codesto 
numero scritto con l'unità e zeri. Sappiamo poi [ 179] 
che, se un numero divide un altro, esso è composto 
con soli fattori primi del secondo numero. Quindi h 
non può contenere fattori primi diversi da 2 e 6, che 
sono i soli fattori primi di qualunque numero scritto 
con l’unità e zeri. (*). 

2®. La condizione è poi sufficiente. Infatti, se il de¬ 
nominatore l) non è divisibile per fattori primi diversi 
da 2 e 5, moltiplicando replicatamente i termini della 
frazione per 2 o por 6, si può ottenere che il de¬ 
nominatore sia il prodotto di tanti 2 ed altrettanti 5, 
ossia un numero scritto con l’unità e zeri. 

Es. La frazione P"* conver¬ 

tire in decimale. Infatti, moltiplicandone i termini 
duo volte per B, essa diventa : 


3 • 5» 

23.53 


75 

IO» 


75 


1000 


0,075. 


Invece la frazione non si può convertire esatta¬ 
mente in decimale, perchè essa è irreducibile e il 
denominatore contiene il fattore 3. E per questo nes- 


(*) Dn numero scritto con l’unità e zeri si può ottenere 
facendo il prodotto di fattori tutti eguali a 10; ed è 10 = 2 • 6. 
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suno dei numeri 10, 100, 1000, eco. può essere fi 79] 
multiplo del denominatore 9. 

316. Cor. Quando una frazione ordinaria irre¬ 
ducibile si può convertire esattameììte in numero deci¬ 
male, questo numero ha tante cifre decimali qiiante ne 
indica V esponente di quello dei fattori 2 eb che è dotato 
di diaggior esponente nel denominatore decomposto in fat¬ 
tori primi. 

lllin. Ad es. la frazione si può convertire 

in numero decimale [316] e questo ha sei cifre, perchè 
6 è il maggiore degli esponenti dei fattori primi 2 e 6 
in cui si vede decomposto il denominatore. Infatti, mol¬ 
tiplicando i termini della frazione quattro volte per 6, 
il denominatore diventa 10® = 1000000, epperò [291] 
il numero decimalo equivalente alla frazione data ha 
per l’appunto G cifre decimali, c. d. d. 

Frazioni decimali periodiche. 

317. Si chiama frazione decimale periodica una 
frazione decimale di un numero illimitato di cifre de¬ 
cimali, in cui queste cifre, cominciando da un certo 
posto, si ripresentano indefinitamente e sempre nel 
medesimo ordine. Il gruppo di cifre formato da quelle 
che costantemente si riproducono si chiama perìodo. 

Una fraziono periodica si dice semplice, quando la 
cifra dei decimi fa parte del primo periodo ; nel caso 
contrario si dice tnista. In questo secondo caso le cifre 
comprese tra la virgola e il primo periodo costituiscono 
la parte non periodica, e il gruppo di cifre da esse 
formato si dice antiperiodo. (*). 

(*) Per evitare lungeggini talvolta si dicono periodo ed 
antiperiodo i numeri rappresentati dai gruppi di cifre che 
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Es. La frazione decimale 5,41414141 .... è una 
periodica semplice, il cui periodo è 41. La frazione de¬ 
cimale 0,08061061.... è una periodica mista: 061 
( non 61 ) è il periodo e 08 l’antiperiodo. 

Una frazione decimale periodica si può rappre¬ 
sentare brevemente chiudendo il primo periodo tra 
parentesi e trascurando gli altri. Così le frazioni pe¬ 
riodiche precedenti si possono rappresentare scri¬ 
vendo: 6,(41) e 0,08(061).' 

318. Teor- Qualunque frazione ordinaria, che non 
si ]x>ssa convertire esattamente in decimale, se viene con- 
m tita in decimale sema limite d'approssimazione, dà 
origine ad una frazione periodica. 

Dim. Sia una fraziono che non si possa con¬ 
vertire in decimalo esattamente [315]. Applicando a 
questa frazione la regola che abbiamo trovata por con¬ 
vertire qualsiasi frazione ordinaria in decimale [309], 
non può darsi che s’incontri un resto zero, perchè in 
tal caso la frazione si potrebbe convertire esatta¬ 
mente in decimalo, e ciò contro l’ipotesi. Per conse¬ 
guenza la serie dei resti prosegue senza fine. 

Ed ora, pensando a quelle divisioni parziali suc¬ 
cessive che danno le cifre decimali (*), riconosciamo 
che al più dopo (ò — 1 ) divisioni si deve presentare un 
dividendo eguale ad un dividendo precedente. Infatti, 
poiché i resti sono tutti minori del divisore b, e ci sono 
soltanto (i — 1) numeri minori di è e diversi da 
zero, al più dopo {h — 1 ) divisioni parziali successive 

hanno ques-ti nomi. Natnralmente in questo senso gli zeri ohe 
ci fossero a sinistra non avrebbero nessun 8Ìg:nificato. 

(*) Escludiamo dalle nostro considerazioni quelle divi¬ 
sioni parziali con cui si ottengono le cifre della parto intera. 







— las¬ 
si deve incontrare un resto eguale ad un resto pre¬ 
cedente. E da resti eguali si deducono dividendi eguali. 

Manifestamente una volta che si sia presentato 
un dividendo parziale uguale ad un dividendo {)re- 
cedente, le cifre decimali si devono nel seguito ripro¬ 
durre pericdicamcnte. 

319. La frazione ordinaria, che dà origine ad una 
frazione decimale periodica, si chiama la generatrice 
di questa frazione. Ora proveremo che, assunta ad 
arbitrio ima frazione decimale periodica, si può sem¬ 
pre trovare una frazione ordinaria che la produce, 
quando venga convertita la decimale. 

330. Sia, ad es., la frazione periodica semplice 
0, ( 453 ). Ammettiamo che esista una frazione ordina¬ 
ria, la quale, trasformata in decimali, dia origine alla 
fraziono periodica assunta, e indichiamo con le let¬ 
tere a: ed y rispettivamente il numeratore e il deno¬ 
minatore di codesta frazione. 

Ora, pensando al modo in cui si trasforma una 
frazione ordinaria in decimali [309], troviamo che la 
frazione dà origine certamente alla periodica 
0,(453), se gl’interi x ed y sono tali che, dividendo 
il prodotto ( X • 1000 ) per y, si ottenga 453 per quo¬ 
ziente e lo stesso numero x per resto, nel qual caso ha 
luogo la relazione [106]: 

X ■ 1000 = y • 453 + a:. (1) 

Sottraendo il numero x dai due membri, risulta 
l’eguaglianza : 

X ■ 999 = y . 453, (2) 

dalla quale, dividendo i due membri por il prodotto 
(y ■ 999), si ha [282,281]: 

X _ 453 

~g ~ ' 


( 3 .) 
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Ora due interi che verifichino questa eguaglianza, 
quando siano prosi rispettivamente per valori delle 
lettere t ed y, sono gli stessi 453 e 999. E poiehè 
dall’ultima eguaglianza si può manifestamente risa¬ 
lire alla (2) e poi alla fi), si conclùude ohe, dividendo 
il prodotto (463 • 1000) per 999, si ottiene 453 per 
quoziente e lo stesso numero 453 per resto, donde poi 
segue che la frazione ò la generatrice della pe¬ 
riodica 0, ( 463 ). 

Nello stesso modo, ad es., si troverebbe che la 
generatrice della periodica 0,(07) è la frazione . 

Cosi si è dimostrato che : 

321. Vim frazione ])Pi'iodica semplice ( smiza parte 
intera) ha i)er generatrice la frazione ordinaria che 
ha il numeratore uguale al periodo, e i>ei ylenominatore 
il numero romposto con fanti 9, quante sono le cifre del 
l>criodo. 

322. Può accadere che si possa semplificare la fra¬ 
zione che si forma con la regola procedente, e far per¬ 
dere al suo denominatore la forma particolare che ha. 
Ma perchè un numero, che ha 9 per cifra delle unità, 
non è [145) divisibile nè per 2, nè per 6, e perchè sem¬ 
plificando una frazione si sopprimono, anziché intro¬ 
durre fattori comuni ai due termini, troviamo quale : 

Cor. Il denominatole di una frazione hreducibUe, 
generatrice di una frazione periodica semplice, non è 
divisibile nè per % nè per 5. 

323. Anche por una periodica mista qualunque 
esiste sempre una frazione ordinaria che la genera, se 
vien trasformata in decimali. 

Sia, ad es., la frazione periodica mista 0,26(453). 
Ammettiamo che esista la frazione generatrice e che le 
lettere a: ed y ne rappresentino i due termini. 





— 190 — 

Ora la frazione dà origine certamente alla pe¬ 
riodica mista 0,26 ( 453 ), se gl’interi ar ed y sono tali 
che, dividendo il prodotto (x ■ 100) per y, si ottenga 
26 per quoziente ; e, dividendo il prodotto ( x • 100000 
per y, si ottenga per quoziente 26453; e le due divi¬ 
sioni diano ambedue medesimo resto. Indicando con 
^ r il resto comune alle due divisioni, abbiamo le rela¬ 
zioni [106J: 

X • 100 = y ■ 26 -f r (1) 

X • 100000 = y ■ 26453 -f- r. (2) 

Sottraendo dalla seconda eguaglianza la prece¬ 
dente, risulta [59] : 

a- . 99900 = y (26453 - 26) (3) 

donde : 

X _ 26453 — 26 

T ~ 9^900 ■ 

Ora due interi che verifichino questa eguaglianza, 
quando siano presi rispettivamente cerne valori delle 
lettere x eA y, sono gli stessi termini della seconda 
frazione. E poiché dalla eguaglianza (4) si può ma¬ 
nifestamente risalire alla (3) e quindi (•) dedurne le (1) 
e (2), conchiudiamo che per qualunque periodica mista 
esiste sempre una generatrice e per l’appunto che : 

Una frazione periodica mista {senza parte intera) 
ha per generatrice la frazione erdinaiia, il cui nume¬ 
ratore si ottiene sottraeiulo V antipo'iodo dal numero 
composto con Vaìitiperiodo ed tin pei'iodo. lì denomitia- 
tore è il numero composto con tanti 9, quante sono le 
cifre del pei'iodo, e tanti zeri, quante sono le cifre del- 
V antiperiodo. 

(*) Dall’eguaglianza (3) si conchiude essere; 

X • 100000 — y . 26453 = a; • 100 — y . 26. 
Indicando con r il valor comune delle due differenze, ecc. 
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324. In una periodica mista l’ultima cifra del- 
l’antiperiodo e l’ultima cifra del periodo non possono 
essere uguali. Che infatti, se una periodica misU avesse 
ad es., 7041 per antiperiodo e 71 per periodo, fosse 
cioè la seguente 0,7041717171..., rantiperiodo sarebbe 
veramente 704 e 17 il periodo. 

Ora, poiché le cifre delle unità dei due numeri, la 
cui differenza è il numeratore della genera,trice della 
frazione periodica mista, non possono essere uguali, 
il detto numeratore non può essere un numero che 
finisca per zero, epperò non può essere ad un tempo 
divisibile [193] per 2 e per 6. Quindi, ove si riduca ai 
minimi termini la fraziono generatrice formata secondo 
la regola trovata [323], l’uno o l’altro dei fattori 2 e 5 
resterà necessariamente nel denominatore con espo¬ 
nente uguale al numero degli zeri scritti in seguito 
alle cifre 9. Cosi resta dimostrato il : 

Cor. Il denominatore della frazione irreducibile, ge¬ 
neratrice di una periodica mieta, è divisibile per la po¬ 
tenza di 2 0 di 5, che ha esponente uguale al nunwro 
delle cifre dcirantiperiodo. 

325. Oss. Dai teoremi 316, 321 e 323, indiretta¬ 
mente, si ricava che : 

Una frazione inedueibile, il cui denominatore noti 
sia divisibile nè per 2 nò per 5, convertita in decimale, 
dà origine ad una frazione periodica semplice. E una 
frazione irreducibile, il cui denominatore ammetta uno 
almeno dei fattori 2 e 6, e inoltre altri fattori jrrimi, 
ridotta in decimale, dà origine ad una frazione peiio- 
dica mista, nella quale il numero delle cifre dell’ anii- 
jìcriodo è uguale àW esponente della maggio)- potenza 
di 2 0 di 5, che divide il denoniinaiore della frazione 
data. 
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Esercizi. 

103. Si dimostri che il prodotto di due frazioni periodiche 
semplici, minori dell’unità, è una frazione decimale perio* 
dica semplice. (I denominatori delle generatrici non am- 

, mettono 2 e 6 per divisori, quindi nemmeno il loro pro¬ 
dotto, ecc.). 

104. Si trovi il prodotto delle due frazioni periodiche: 

0.68(088) 0,0(867142). 

(Si moltiplino le generatrici). 

105. Può il prodotto di due periodiche miste essere un numero 
decimale finito, oppure una frazione periodica semplice o 
mista? (Si imaginino decomposti in fattori primi i ter¬ 
mini delle generatrici). 

106. Si trovi un multiplo di 7, ohe sia scritto con soli 9. 
(Si trasformi in decimale una frazione con denomina¬ 
tore 7, eco.). 

107. La differenza tra due periodiche semplici è una periodica 
semplice. * 

108. Si converta la frazione Vg in una somma di frazioni aventi 
per denominatore le potenze successive di 8 . (Non è che 
la generalizzazione del problema [808] della trasforma¬ 
zione di una frazione ordinaria in decimale). 

109. Si convertano le frazioni 'V 401 'Vgi ciascuna in una som¬ 
ma di frazioni aventi per denominatore le potenze succes¬ 
sive di 12.1 due numeri cercati sono essi composti di un 
numero limitato o di un numero illimitato di frazioni ? 





CAPITOLO XI 

RADICE QUADRATA 


Quadrato della somma di due numeri. 

386. Teor. Pei' ottenere il quadrato della itomma di 
due numeri, si può : fare il quadrato della prima parte, il 
doppio del prodotto delle due parti, il quadrato della se¬ 
conda parte, e sommare infine i risultati. 

Itim. Siano aeb due numeri qualunque, interi o 
frazionari. Fare il quadrato della loro somma signi¬ 
fica [93] fare il prodotto di due fattori eguali entrambi 
ad (a -j- sappiamo [268] che, dovendo molti¬ 

plicare una somma per ima somma, invece di far pri¬ 
ma le due addizioni, e poi moltiplicare tra loro i ri¬ 
sultati, si può moltiplicare le singolo parti del molti¬ 
plicando per le singole parti del moltiplicatore, e 
sommare poi i prodotti. Quindi è : 

(a -f- b)- = a* -h ab ba ò*. 

E perchè i due prodotti ab e ba sono eguali [266], la 
loro somma è il doppio di uno di essi ; quindi è infine : 

(a-]-ò)* = a*-f-aò • 2è®, c. d. d. 

337. Cor. 1“. 77 quadrato di un numero intero è 
uguale al quadrato delle decine, più il doppio del prodotto 
delle decine per la cifra delle unità, più il quadrato della 
cifra delle unità. 

nim. Sia, ad es., il numero 268. Sostituendo la 
cifra dello unità con uno zero, si ha 250, che rappre¬ 
senta [26] le decine del numero dato. Cosi, essendo : 

268 = 260 8, 

egli è appimto : 

268® = 250* -f 260 • 8 . 2 -i- 8*. 

18 
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3*8. Cor. La differenza dei quadrati di due in¬ 
teri consecutivi si può ottenere aggiungendo una unità aJ 
doppio del minor e. 

Dlm. Siano, ad es., i due interi consecutivi 36 e 37. 

Essendo : 37 = 36 1, 

si ha: 37* = 36* + 36 • 2 + 1. 

•Da questa eguaglianza si ricava appunto: 

37* _ 36* = 36 . 2 -t- 1. 

Quadrato di un prodotto. 

339. Teor. Il quadrato di un prodotto è uguale al, 
prodotto dei quadrati dei singoli fattori. 

Dlm. Sia, ad es., il prodotto (3 • 17 • 8). Per de¬ 
finizione si ha : 

(3 • 17 • 8)* = (3 • 17 • 8) (3 • 17 • 8). 

Ma dovendo moltiplicare per xm prodotto, si può in¬ 
vece [267, 3®] moltiplicare successivamente per i sin¬ 
goli fattori ; quindi è : 

(3 • 17 • 8)* = 3 • 17 • 8 • 3 • 17 • 8. 

E perchè in un prodotto si può [267, l“j sostituire ad 
alquanti fattori il loro prodotto effettuato, abbiamo : 

(3 • 17 • 8)* = (3 • 3) (17 • 17) (8 • 8), 
ossia (3 • 17 • 8)* = 3* • 17* • 8*, c. d. d. 

380. Os8. Fermiamo bene 1' attenzione sul se¬ 
guente modo in cui si può fare il quadrato di un nu¬ 
mero intero, perchè in esso troveremo la chiave per 
risolvere un prossimo importante problema. Pren¬ 
diamo, ad es., il numero 378; consideriamolo come 
somma di decine e di unità semplici, e formiamone 
il quadrato. Lasciando intanto accennate le opera¬ 
zioni, abbiamo [327J: 

378* = 370* + 370 • 8 • 2 + 8*. 
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E perchè le decine 370 si possono considerare 
come prodotto di 37 (numero [25] delle decine del 
numero dato) per 10, abbiamo [329] : 

370* = 37* • 10*. 

E perchè 10* è uguale a 100, e per moltiplicare por 
100 si scrivono due zeri a destra del moltiplicando, 
possiamo dire intanto che : 

Per fare il qiuulrato delle decine di un numero, d 
può fare il quadrato del numero delle decine, e scrivere 
due zeri a destra del risultato. 

331. Passiamo a considerare il doppio del pro¬ 
dotto delle decine per la cifra delle unità. Essendo ; 

370 • 8 • 2 = (37 • 10)8 • 2 
» := (37 • 2)8 • 10, 

possiamo conchiudere in generale che : 

Per ottenere il doppio del prodotto delle decine per la 
cifra delle unità, si può fare il doppio del numero delle de¬ 
cine, moltiplicarlo per la cifra delle unità, e scrivere poi 
uno zero a destra del risultato. 

Quadrato di una frazione. 

333. Teor. Il quadrato di una frazione è uguale al 
quoziente dei quadrati dei due termini. 

Dlm. Sia, ad es., la frazione . Egli è: 

/7\* _ 7 T_ _ 7 • 7 _ _7^ 

V'g) “ 9 ■ 9 ~ 9 • 9 9* 

333. Cor. Il quadrato di una frazione è una fra¬ 
zione. 

Ulm. Sia, ad es., la frazione ■^, già ridotta ai 
minimi termini, dimodoché 47 e 62 sono primi tra loro. 
Il quadrato di questa frazione è intanto . Sap- 
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piamo che, se due numeri sono primi tra loro, sono fl71J 
tali anche due loro potenze qualisivogliano ; i due ter¬ 
mini della frazione sono dunque primi tra loro, e 


perciò 47* non può esser divisibile per 62*. 

47 s 

tanto è una frazione, c. d. d. 


Per- 


* 334. Oss. Dalla precedente dimostrazione risulta 
'anche questo che : lì quadrato tV una frazione hreduci- 
hile è una frazione irreducibile. 


Distinzione dei numeri in quadrati perfetti 
e quadrati non perfetti. 

335. Consideriamo la serie dei numeri interi suc¬ 
cessivi : 

1 2 3 466789... 

e quella dei loro quadrati : 

1 4 9 16 25 36 49 64 81 . . . 

Prendiamo a considerare im numero intero, che 
non sia uno di quelli di questa seconda serie, ad es. 7. 
Manifestamente questo numero non è il quadrato di 
nessun numero intero ; 2 dà un qiiadrato minore di 7, 
e 3 dà un quadrato maggiore di 7. E poiché tutte le 
frazioni comprese tra 2 e 3 (il cui numero è illimi¬ 
tato ) danno per quadrati numeri compresi tra 4 e 9, 
è abbastanza ovvio il pensare che tra queste frazioni 
ce ne sia ima, il cui quadrato sia 7. Ma ciò non può 
essere, dacché si é dimostrato che il quadrato di una 
frazione non può essere un numero intero. 

Un numero, come ad es. é 7, che non si possa ot¬ 
tenere né facendo il quadrato di un numero intero né 
quello di una frazione, si dice quadrato non peìfetto\ 
laddove si dice quadrato peìfetto ogni numero, che 
sia il quadrato di un numero intero o di una frazione. 
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Neanche ima frazione irreducibile, i cui termi¬ 
ni non siano ambidue quadrati perfetti, non si può 
ottenere facendo il quadrato di un numero intero o 
d’ una frazione. Sia, ad es., la frazione irreducibile —, 
il cui numeratore non è un quadrato perfetto. Questa 
frazione non si può ottenere facendo il quadrato di un 
numero intero, perchè il quadrato di un numero in¬ 
tero è un intero. Ammettiamo che possa essere il qua¬ 
drato di una frazione. Questa frazione, ridotta ai mi¬ 
nimi termini ed elevata al quadrato, ci darà una fra¬ 
zione irreducibile [334], la quale, perchè uguale alla 
fraziono parimente irreducibile, dovrà [216] avere 
20 per numeratore e 49 per denominatore. Ma allora 
20 sarebbe quadrato perfetto, e ciò non è. Dunque 
una frazione irreducibile, i cui termini non siano am¬ 
bidue quadrati perfetti, non può essere quadrato 
perfetto. 


Definizione di radice quadrata. 

336. Wcf. Si chiama radice quadrata di im nu¬ 
mero, quel numero che, elevato al quadrato, riproduce il 
numero pioposto. 

Cosi 8 è la radice quadrata di 64, perchè il qua¬ 
drato di 8 è 64. La radice quadrata di è -j-, per¬ 
chè, facendo il quadrato di , si ottiene appunto . 

L’operazione, mediante la quale si determina la 
radice quadrata di un numero, si chiama estrazione di 
radice quadrata. Il numero, sul quale si deve fare que¬ 
sta operazione, si dice radicando. 

Per significare che 8 è la radice quadrata di 64, 
si scrive 8 = 

337. La definizione, che abbiamo dato di radice 




— 198 — 

quadrata di un numero, suppone tacitamente che U 
numero sia quadrato perfetto, giacché nel caso con¬ 
trario, non essendovi numero, nè intero nè fraziona¬ 
rio, che elevato alla seconda potenza riproduca il nu¬ 
mero dato, la radice quadrata di cosi fatto numero 
non esiste. (*). 

338. Dato un numero a, intero o frazionario, sia 
osso quadrato perfetto o no, qualunque numero, il 
cui quadrato sia minore di a, si dice radice quadrata 
di a difetto. E si dice radice quadrata di a per pre¬ 
cesso qualunque numero, il cui quadrato sia maggiore 
di a. 

n più piccolo numero, che si conosca, il quale, 
aggiunto ad una radice quadrata per difetto, fa otte¬ 
nere una radice per eccesso, o, sottratto da ima radice 
quadrata per eccesso, fa ottenere una radice per difetto, 
si dice grado di approssimazione di quella radice. 

Se il numero h è una radice quadrata di a per 
difetto, ed h è il grado d’approssimazione, il numero 6 
si dice radice quadrata di a, a meno di h, per difetto. 
Il numero è -}- 7» è, in tal caso, una radice quadrata 
di a, a meno di h, per eccesso. 

339. Quando sia chiesta la radice quadrata di 
un numero che non sia quadrato perfetto, s’intende 
che si vuole una radice approssimata ; ordinariamente 
è anche prestabilito il grado dell’ approssimazione. 

(*) Aggiungasi a ciò che, ove pure esistesse, non potrem¬ 
mo definirla dicendo che essa è il numero, che elevato alla se¬ 
conda potenza riproduce il numero dato, giacché non abbiamo 
mai parlato di moltiplicazione con un moltiplicatore che non 
sia né intero né frazionario. E definire nna cosa vnol dire in¬ 
dicare tale suo carattere che si possa adoperare per distin¬ 
guerla da qualunque altra. 
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Radice quadrata intera. 

340. Def. Si chiama radice quadrata intera di un 
numero dato il maggior intero il cui quadrato è contenuto 
nel numero dato. 

341. Teor. La radice quadrata intera di un numero 
frazumario è uguale alia radice quadrata 'intera della 
jMrte intei a di codesto numero. 

Oim. Sia n un numero frazionario *ed a la sua 
parte intera, dimodoché è : 

a «C w <C Q "j” !• 

Si vuol dimostrare che la radice quadrata intera di n 
è uguale alla radice quadrata intera di a. 

Rappresentando con r la radice quadrata intera 
di a, possiamo scrivere [340] : 

r* ^ a < (r 4- 1)*. 

E poiché (r 4- 1)* é uguale o maggiore di (a 4- 1), 
abbiamo : 

r* < « < (*' + 1)*( 

donde risulta che r é la radice quadrata intera di n, 
come d. d. 

34». Os». Vedremo ohe, per saper estrarre la ra¬ 
dice quadrata con approssimazione prestabilita iiua- 
lunque da qualsivoglia numero dato, basta saper tro¬ 
vare la radice quadrata intera, il teorema precedente 
poi mostra che, per saper risolvere questo secondo 
problema, basta saper trovare la radice quadrata in¬ 
tera di un numero intero. 

Estrazione della radice quadrata intera 
di un numero intero- 

343. Finché il radicando non supera 100, la radice 
quadrata intera si trova a memoria. Volendo, ad es., 
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la radice quadrata di 68, ci accorgiamo facilmente 
che 68 è compreso tra 64 ed 81 ; la radice quadrata di 
64 è 8, per conseguenza 8 è la radice richiesta. Sot¬ 
traendo 64 dal radicando dato, si ha 4 per resto ; ({ue- 
sto numero si chiama il resto delV estrazione di radice. 

, 344 . Passando a considerare il caso di un radi¬ 
cando maggiore di 100, proponiamoci, ad es., di tro¬ 
vare la radice quadrata intera di 6762. Facondo questa 
ricerca, otterremo di stabilire i teoremi mediante i 
quali si giustifica la regola per estrarre la radice qua¬ 
drata intera da qualsivoglia numero dato. [341]. 

Pensando al modo in cui si può fare il quadrato 
d’un numero intero, ci giova rammentare che si fa an¬ 
zitutto il quadrato del numero delle decine, e che gli si 
scrivono poi a destra due zeri, [330]. Cosi, poiché [340] 
il quadrato della radice quadrata intera di un numero 
non supera il radicando, il quadrato del numero delle 
decine della radice non può superare il numero (felle 
centinaia del radicando. Nel nostro caso il quadrato 
del numero delle decine della radice di 6762 non può 
superare 67 ; epperò, essendo 7 la radice quadrata in¬ 
tera di 67, il numero delle decine della radice non può 
superare 7. 

Ma non deve poi essere minore di 7. Infatti, 
poiché il quadrato di 7 é contenuto in 67, il quadrato 
di 70 é contenuto necessariamente in 5700, e quindi 
anche nel numero dato. 

La radice, che cerchiamo, non deve [340] adunque 
essere minore di 70, e dev’ essere minore di 80. Per 
conseguenza il numero delle sue decine è appunto 7. 

Le precedenti considerazioni sono generali, ep¬ 
però possono conchiudere il : 

345. Teor. La radice quadrata intera del nun 
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itiero delle centinaia di un numero dato è il numero 
Mie decine della sua radice quadrata intera. 

316 . Passiamo a vedere come, conoscendo il nu¬ 
mero delle decine della radice quadrata intera di 6762, 
si possa trovare la cifra delle unità. 

Sappiamo che il quadrato di un numero, composto 
(li decine e di unità, è formato di tre jìarti, dSlle quali 
la, prima à il quadrato delle decine. Queste parte, es¬ 
sendo lo decine ormai note, possiamo farla ; essa è 
4900; sottraiamola dal radicando. 

Il resto 862 deve conte¬ 
nere le altre parti del qua¬ 
drato, e in particolare il dop¬ 
pio del prodotto delle decine 
per la cifra delle unità. Que¬ 
sta par te si può formare [331 ] 
prendendo 14 (doppio del numero delle decine), 
moltiplicandolo por la cifra delle unità, ed infine 
sciiveìido uno zero alla destra del risultato. Da questa 
considerazione si conchiude che 86 (numero delle de¬ 
cine del resto) deve contenere il prodotto del doppio 
M nunwro delle decine della radice per la cifra Mie 
unità. 

Se potessimo sapere quante decine si trovano 
in 86, provenienti dal quadrato della cifra delle unità 
e dal resto, sottraendo il loro numero da 86, ci reste¬ 
rebbe precisamente il prodotto del doppio del numero 
delle decine per la cifra delle unita ; e allora, dividendo 
])er 14, otterremmo la cifra delle unità. 

Non potendo conoscere il numero che si vorrebbe 
sottrarre da 86, divideremo 86 per 14 (doppio del nu¬ 
mero delle decine della radice); ma il quoziente intero 
potrà essere maggiore della cifra delle umtà ( appunto 


6762 

7 

4900 

14 

862 
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perchè si è diviso per 14 un numero che può superare 
di 14, e anche di più, quello che avremmo dovuto di¬ 
videre ). 

Questa conchiusione è importante e ci gioverà 
enunciarla sotto forma di : 

Teor. Se dal radicando si sottrae il quadrato delle 
deHne della radice intera, e si divide il numero delle 
decine del resto per il doppio del numoo delle decine 
della radice, si ottiene nel quoziente intero o la cifra 
delle unità od una cifra maggiore. 

341. Dividendo 


6762 

7 6 


86 per 14, si ha 6 

4900 

146 

145 

per quoziente inte- 

862 

6 

6 

ro. Per decidere se 

726 

137 

876 

726 

la cifra 6 sia buo¬ 
na 0 invece troppo 
forte, basta fare il 


quadrato di 76 e 
guardare se supera o no il radicando. Se avviene il 
primo caso, la cifra è troppo grande, e si ripeto la 
prova con la cifra prossima inferiore ; so poi il quadrato 
non supera il radicando, la cifra è la cercata. Ma poiché 
si è sottratto dal radicando il quadrato delle decine, 
basta riconoscere se il resto 862 contiene la somma 
delle altre due parti del quadrato di ( 70 -f- 6 ). Le ope¬ 
razioni por formare questa somma sono indicate nel- 
l’espressione seguente : 

70 . 6 • 2 -j- 6 • 6 oppure [88] : 

140 • 6 -f 6 • 6 od anche [73] : 

( 140 -1-6)6 o finalmente : 

146 . 6. 

Si vede che : Per riconoscere se il quoziente intero 
sia 0 no la cifra delle unità, basta scriverlo a destra 
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del doppio del numero delle decine della radice, e mol¬ 
tiplicare il numeì'o così ottenuto per questa cifra, che si 
assaggia. 

Nel nostro caso il prodotto 876, che ci risulta, 
supera il resto 862. Ciò prova che la cifra 6 è troppo 
forte. Facendo la prova con la cifra 5 prossima infe¬ 
riore, si ottiene per prodotto 726. Questo nttmero non 
supera 862, e da ciò si conchiude che 6 è la cifra 
ricercata. 

Sottraendo da 862 il numero 726, abbiamo avuto 
per resto 137. Ciò vuol dire che il numero proposto 
non è quadrato perfetto. Il quadrato di 76 è minore 
di 6762, il quadrato di 76 lo supera; ed è: 

6762 = 76^* -b 137. 

318 . Sappiamo [346] che, per trovare il numero 
delle decine d’una radice quadrata intera, basta estrar¬ 
re la radice quadrata intera dal numero delle centinaia 
del radicando. Determinato il numero delle decine, 
sappiamo poi [346,347] trovare la cifra delle unità. 
Proponiamoci ora di determinare la radice quadrata 
intera di un numero qualunque, ad es. di 39648213, e 
ciò allo intento di stabilire la regola per estrarre la 
radice quadrata intera da qualsiasi numero dato. 

Per semplicità di discorso fingiamo che la ra¬ 
dice quadrata intera del numero dato sia 6427. Sap¬ 
piamo [346] che 642 (numero delle decine della ra¬ 
dice) si determina estraendo la radice quadrata in¬ 
tera dal numero delle centinaia del radicando. Dob¬ 
biamo adunque separare nel numero dato le due ul¬ 
time cifre a destra, e prescindere per il momento da 
queste cifre. Cosi la difficoltà è ridotta alla ricerca 
della radice quadrata intera di un numero che ha due 
cifre di meno del proposto. 
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Qui da capo possiamo dire che si otterrà 64, nu¬ 
mero delle decine della radice intera di 306482, 
estraendo la radice intera da 3964. Dal numero pro¬ 
posto dobbiamo dunque separare altre due cifre, e 
troviamo poi di essere da capo per conto del numero 
che rimane. 

Manifestamente, così continuando, si perviene in 
ogni caso ad un nnmero di una o due cifre, la cui ra¬ 
dice quadrata intera si trova senza difficoltà; e così 
si ha intanto la prima cifra della radice. Prendendo 
poi a considerare, in ordine inverso, successivamente, 
le coppie di cifre che si sono via via abbandonate, 
ed operando nel modo già noto, che serve a trovare 
la cifra delle unità d’una radice intera di cui si cono¬ 
sca già il numero delle decine, si ottiene in ultima la 
radice intera desiderata. Qui sotto si vedo sviluppato 
r esempio ; e non sarà difficile rendersi ragione di 
tutto le operazioni (giovandosi al bisogno della regola 
che segue ). 


B9|6 4|8 2|13 

6296 


•3 6 

123 

122 

364 

3 

2 

244 

36 9 

244 

12082 

1249 


11241 

9 


84113 

1124 1 


76616 

12686 


8697 

6 

766 16 



349. Regrola. Per estrarre la radice quadrata in- 
tera da un numero intero: 

1*. Si separano le cifre di questo numero in cop-j 
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pie di dite cifre, parteìido da destra ; l’ ultima coppia 
a sinistra potrà essere di una sola cifra. 

2®. Si estrae la radice quadrata intera dalla prima 
coppia a sinistra, e si ottiene così la prima cifra ( a si¬ 
nistra) della radice. 

3“. Si sottrae dalla prima coppia il quadmto della 
cifra trovata, e accanto del resto si jcrivc la seconda 
coppia. 

4°. Si divide il numerv delle decine del numero 
così formato per il doppio della cifra già scritta nd 
posto della radice ; il quoziente intero è la seconda cifra 
della radice, oppure una cifra troppo forte. Per provare 
questa cifra, la si scrive a destra del doppio che ha 
fatto da divisore ; si mottiplica il numero, che cod viene 
formato, per la cifra stessa che si assarigia', se il pro¬ 
dotto si può sottrarre dal siumero ottenuto calando la 
seconda coppia, la cifra provata è bitoìia; altrimenti essa 
è troppo forte. Si sperimenta in tal caso la cifra pros¬ 
sima inferiore, e si seguita, ove occorra, fino a che si ot¬ 
tenga un prodotto che si possa sottraire. 

5®. Per continuare, a destra delVultimo resto si cala 
la terza coppia; e si divide il numes-o delle decine del 
numero cod ottenuto per U doppio del numero già scritto 
nd posto della radice, e si sperimenta il quoziente intero 
trovato, prima di scriverlo come terza cifra della raxlice. 

G*. Così si continua, finché tutte le coppie siano 
state calate. 

T. Per prova dell' operazione, si aggiunge V ultimo 
resto al quadrato ddla radice trovata. Deve risultare il 
radicando. 

Oss. 1*. Può accadere che una delle divisioni, che 
si fanno per calcolare la radice quadrata intera di un 
numero dato, dia zero per quoziente intero. Questo zero 
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si scrive nella radice, e alla destra dell’ ultima coppia 
calata si scrive una nuova coppia, se ve ne sia, e si 
continua l’operazione. 

O.SS. a*. Uno dei quozienti interi può essere mag¬ 
giore di 9. In tal caso la prima cifra da sperimen- 
t^e è 9. 

O.ss. 3*. Nessuno dei resti, che si trovano nel- 
l’ estrarre la radice quadrata intera da un numero, 
può superare il doppio della radice trovata fino a 
quel punto. Consideriamo nel nostro esempio il resi¬ 
duo 841. La radice calcolata, fino a quando si ebbe 
questo residuo, è 629. Sappiamo che 629 dev’essere 
la radice di 396482 ; dimodoché questo numero devo 
risultare quando si aggiunga 841 al quadrato di 629. 
Sappiamo che, se al quadrato di un numero si i},p- 
giunge il doppio del numero stesso ed una unità, si 
ottiene il quadrato del numero successivo. Ne segue che, 
se 841 superasse il doppio di 629, allora 629 non sa¬ 
rebbe più la radice intera di 396482, poiché in questo 
numero sarebbe contenuto anche il quadrato di 630. 

Radice quadrata d’una frazione. 

360. Se i termini d’una frazione sono quadrati 
perfetti, estraendo da essi la radice quadrata, si ot¬ 
tengono i termini d’una frazione, che elevata al qua¬ 
drato [332J riproduce la frazione data, e che per con¬ 
seguenza é la radice quadrata di codesta frazione. 
Cosi, ad es., la radice quadrata di e . 

Se la fraziono data non ha termini che siano am- 
bidue quadrati perfetti, e non sia irreducibile, si ri- 
diurà ai mimmi termuu, e cosi si potrà poi presentare 
il caso precedente. 
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Quando soltanto il denominatore d' una frazione 
irreducibile sia quadrato perfetto, come ad es. è il 
caso della frazione ^ , prendendo la radice quadrata 
intera del numeratore per numeratore, e la radice del 
denominatore per denominatore, si ottiene una ra¬ 
dice quadrata approssimata per difetto; e il grado 
d’ approssimazione è espresso dalla frazione semplice, 
che ha per denominatore la radice quadtata del de¬ 
nominatore della frazione data. Cosi, ad es., data la 
frazione , la frazione 4" è una radice quadrata 
di — a meno di per difetto, perchè, mentre il qua- 
drato di è minore di , il quadrato di è mag¬ 
giore. 

Se il denominatore d’ una frazione data irredu¬ 
cibile non è quadrato perfetto, si può renderlo tale 
moltiplicando i due termini della frazione per un nu¬ 
mero conveniente; in generale, moltiplicando i ter¬ 
mini per il denominatore stesso. Così, ad es., data la 
frazione moltiplicandone i due termini per 7, si 
ha la frazione , della quale -h è una radice quadra¬ 
ta a meno di y per difetto. 

n denominatore della frazione diventa qua¬ 
drato perfetto, moltiplicando i termini per 3. Così , 
ossia 4 ) ^ radice quadrata di -yj- a meno di per 
difetto. 


Estrazione della radice quadrata 
con approssimazione data. 

351 . Sapendo estrarre la radice quadrata intera 
da un intero, dato un numero qualunque, intero o fra¬ 
zionario, si può trovarne la radice quadrata con una 
approssimazione prestabilita qualunque. Ordinaria- 




— 206 — 


mente il grado d’approssimazione è espresso da una 
unità decimale; ma noi, per generalità, prenderemo 
dapprima una frazione semplice qualunque. 

Sia dunque dato un numero a, intero o fraziona¬ 
rio, e la frazione semplice dove n rappresenta im 
nqmero intero qualimque. Proponiamoci di trovare 
una frazione, con numeratore che indicheremo con x 
e con denominatore n, tale che, mentre il suo quadrato 
non superi a, il quadrato della frazione ‘ , che è 
ugnale ad » sia maggiore di a. Cosi la frazione 

è una radice quadrata di a, a meno di —, per 
difetto. 


Dev’ essere adunque [332J ; 


4 5 a < 1 ^ 44)1 


n 


n’ 


Moltiplicando tutti e tre questi numeri per n' 
otteniamo [242]: 


X* ^ a . n* < (a: -I- 1)*. 

Codesta relazione fa vedere che il cercato numero 
intero x è il maggiore il cui quadrato è contenuto 
nel prodotto (a • n*), o, in altro parole, che esso è la 
radice quadrata intera del detto prodotto. Quindi la : 

nesroln. Per trovare la radice qiuulrata a meno 
di -Y pe?' difetto (V un numero a, si moltiplica questo 
numero per il quadrato di n, si estrae dal jmodotto 
la radice quadrata intera, e infine si divide per n 
questa radice. 

Es. Volendo, ad es., trovare la radice quadrata 
a meno -y, per difetto, di si moltiplica questo 
numero per 49, quadrato di 7 ; dal prodotto, che è 
716 -]—|-, si estrae la radice quadrata intera. Poi¬ 
ché [341] questa è 26, la frazione è la domandata. 
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363* Quando il numero n considerato nel prece¬ 
dente paragrafo sia uno dei numeri 10, 100, 1000, ecc., 
e il radicando sia un intero od un numero decimale, 
la moltiplicazione per si fa [302] col trasportare 
nel radicando la virgola verso destra di un numero 
di posti doppio di quello degli zeri del mimerò n, e 
la divisione finale per w si fa [303] separando con 
una virgola nella radice quadrata intera, tante cifre, 
quanti sono gli zeri di n. 

Se il radicando è una frazione ordinaria, giova 
convertirla prima in decimale, e in questa operazione 
basta calcolare tante cifre decimali, quante devono 
poi essere oltrepassate dalla virgola. Il calcolarne di 
più sarebbe inutile, perchè di cotali cifre non se ne 
terrebbe poi nessun conto al momento dell’estrazione 
di radice. [341]. 

Es. Dovendo, ad es., estrarre la radice quadrata 
a meno di dalla frazione si converte questa 
frazione in decimale, spingendo l’operazione fino alla 
quarta cifra decimale. Poiché si trova: 

= 3,1428..., 

e la radice quadrata intera di 31428 è 177, la radice 
domandata è 1,77 ; dimodoché si può scrivere : 

1,77* < -^ < 1,78*. 

353. Oss. Dato, ad es., il numero 3,875, perchè 
se ne estragga la radice quadrata a meno di 0,001, 
bisogna secondo la regola precedente trasportare la 
virgola di sei posti verso destra, ed estratta la radice 
quadrata intera, tagliare tre cifre a destra con la vir- 

14 
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gola. È palese che per questo basta separare le cifre 
del numero in coppie parando dalla virgola e proce¬ 
dendo in ambidue i sensi ; porre poi la virgola nella 
radice quando .si son calate tutte le coppie della parte 
intera, e calar poi coppie di cifre decimali, ed al biso¬ 
gna scrivere a destra dei resti coppie di zeri, finché la 
radice abbia il grado d’approssimazione richiesto. 


Esercizi. 

111. Dimostrare che an sumero intero, la cui cifra delle unità 
sia una delle cifre 2, 3, 7, 8, non può essere quadrato 
perfetto. ( Si osservi che il quadrato di un numero in¬ 
tero termina con la stessa cifra, che il quadrato della 
cifra delle unità del numero dato f327]. Si considerino 
tutti i casi possibili ; ecc.). 

112. Il quadrato di un numero intero non può terminare con 
un numero dispari di zeri. 

113. Dimostrare che, se un numero intero, che termina per 5, 
è un quadrato perfetto, la cifra delle decine è 2. (La 
radice deve terminare per 6 ; si faccia il quadrato di un 
numero cosi fatto, operando secondo il § 327). 

114. La condizione necessaria e sufSciente, perchè un nu¬ 
mero intero sia il quadrato di un altro numero intero, è 
questa che tutti i suoi fattori primi abbiano esponenti 
pari. 

115. Un numero intero divisibile per un numero primo, non 
può essere un quadrato perfetto, se non è divisibile an¬ 
che per il quadrato di quel numero primo. [114]. 

116. Trovare la condizione a cui devono sodisfare due nu¬ 
meri interi, perchè il loro prodotto sia un quadrato 
perfetto. (Si suppongano decomposti in fattori primi. 
[1141). 

117. Quale è il più piccolo numero intero, per cui si deve 
moltiplicare 600, per ottenere un prodotto che sia qua¬ 
drato perfetto? (Si decomponga in fattori. [114] ). 
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118. Perchè una frazione sia nn quadrato perfetto, è necessa¬ 
rio e sufficiente che il prodotto de* suoi termini sia nn 
quadrato perfetto. 

119. Trasformare una frazione data in un’altra il'cui deno¬ 
minatore sia quadrato perfetto, ed inoltre il più piccolo 
possibile. 

120. La differenza dei quadrati di .due numeri interi conse¬ 
cutivi è 65. Quali sono questi numeri? [828]. 

121. Quale è la frazione che, divisa per la sua inversa, dà •’/m 
per quoziente ? 

122. Quale è il numero il cui terzo, moltiplicato per la sua 
metà, dà per prodotto 864? (Che cosa risulta dalla mol¬ 
tiplicazione del terzo di un numero per la sua metà? 
Dunque 864 è il sesto, ecc.). 

123. Valutando in decimali la radice quadrata di un numero 
che non sia quadrato perfetto, non può risultare una fra¬ 
zione periodica. 

124. Ohe quoziente intero può risultare dalla divisione di un 
numero intero per la radice quadrata intera ? 






CAPITOLO XII 

RADICE CUBICA 


« 

Cubo della somma di due numeri. 

354. Teor. Il cubo della somma di due numeri è 
composto del cubo del primo, di tre volte il prodotto del 
quadrato del primo numero per il secondo, di tre volte 
il prodotto del primo per il quadrato del secondo, e del 
cubo del secondo. 

Dim. Siano a eb due numeri qualunque, interi o 
frazionari. Formare il cubo della loro somma sigmfica 
calcolare il prodotto di tre fattori eguali ad ( o -}- & ). 

H prodotto dei due primi fattori è il quadrato di 
(a + &), e noi sappiamo [326] che è: 

(a i)* = a* + a • & • 2 + 6*. 

Per ottenere il cubo, resta dunque da moltiplicare 
il quadrato per (ffl -{- b). Ma, dovendo moltiplicare una 
somma per una somma, invece di far prima le due ad¬ 
dizioni e poi la moltiplicazione, si può [268] moltipli¬ 
care le singole parti del moltiplicando per ciascuna 
dello parti del moltiplicatore, e sommare poi i risultati. 
È dimque : 

(^a b)^ =: a^ • a a • b • 2 • a b^ • a 

-j- a* • ò a • ò • 2 • J -f ò* • ò. 

E poiché, per moltiplicare un prodotto per un nu¬ 
mero, basta moltiplicare [267, 4“] uno dei fattori per 
quel numero, e perchè [266] si può cambiare 1’ ordine 
dei fattori, è pure : 

(a -}- ò)3 = a® -f (a* . 6) 2 -1- ò* • a. 

-f a* • ò + (6* • a) 2 -f b\ 
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Ma 36 alla somma di due numeri eguali ad (o* • b) 
si aggiunge il numero stesso, risulta il triplo di 
(a* • b)] ecc. ; perciò infine egli è: 

(a 6)3 = a* + 0* . ò • 3 + a • 6* . 3 + 6*. 

355. Cor. 1*. Dovendo fare il cubo di un numero 
intero, si può decomporlo in due parti, separando le 
decine dalla cifra delle unità ; "poi si otterià il cubo, 
sommando : 1*. il cubo dette decine, 2*. il triplo dd 
prodotto del quadrato delle decine per la' cifra dette 
xinità, 3®. il triplo del prodotto delle decine per il qua¬ 
drato della cifra delle unità, 4®. il cubo detta cifra 
delle unità. 

350 . Cor. La differenza dei cubi di due numeri 
interi consecutivi è composta del triplo del quadrato del 
minai e dei due numeri, del triplo di questo numero mi¬ 
nore e di uno. 

Infatti egli è, ad es., : 

27® = (26 + 1)® = 26® + 26* • 3 + 26 ■ 3 -f- 1, 

epperò : 

273 _ 26® = 26* • 3 + 26 • 3 + 1. 


Cubo di un prodotto. 

357 . Teor. H cubo di un piodotto è uguale al 

prodotto dei cubi dei fattori. 

DLm. Sia, ad es., il prodotto (a • 6 • c). E intanto: 

(a ■ 6 • c)® = (a ■ b • c) {a ■ b - c) {a ■ b ■ c).. 

Ma, dovendo moltiplicare per un prodotto, si può [267, 
3®] moltiplicare successivamente per i fattori ; quindi è : 
(^a • b • cy = a ■ b ■ c ■ a • b . c ■ a • h ■ c. 

E perchè in un prodotto si può [267, 1®] sostituire ad 
alquanti fattori il loro prodotto efiettuato, abbiamo : 
(^a ■ b ■ c) = {a ‘ a • a)(b • b • 6)(c - c • c) 
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358. Prendiamo ora un numero intero, ad es. 347. 1 

Consideriamolo quale somma di due parti, separando I 

le decine [25] dalle unità semplici, ed eleviamolo al | 

cubo, operando secondo la regola che insegna a fare il | 

cubo della somma di due numeri. Otteniamo intanto : < 

3473 = 340^ -j- 340* . 7 • 3 + 340 . 7* • 3 + 7*. 1 

Cominciamo a fare il cubo delle decine. Essendo : 

340 = 34 • 10, egli è [357] : 

3403 _ 343 . 10 » 

ossia 340® = 343 • 1000. 

Per moltiplicare per 1000, si scrivono tre zeri a destra f 1 
del moltiplicando. Cosi possiamo dire che : 

Per fare il cubo delle decine di un numero^ si può | 
fare il cubo del numero delle decine e scrivere tre zeri I 
a destra del risultato. J 

359. Passiamo a formai'e il triplo del prodotto del 

quadrato delle decine per la cifra delle unità. Si ha : 

340* • 7 • 3 = (34 • 10)* •7*3 

» = 34* • 3 • 7 • 10* 

» = (34* • 3) • 7 . 100. 

Da questo esempio riconosciamo che : 

Per ottenere il triplo del prodotto del quadrato delle 
decine per la cifra delle unità, si può fare il triplo 
del quadrato del numero delle decine, moltiplicarlo per 
la cifra delle unità, e scrivere due zeri alla destra del 
risultato. 

Cubo di una frazione. 

3«0. Teor. Il cubo di una frazione è uguale al 
quoziente dei cubi dei due termini. 

Dlm. Sia, ad es., la frazione Si ha: 
ll_V 7 7_7-7-7 

\9/ 9'9’9~9-9-9~ 


1 


II 

93 • 
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361. Cor. U cubo di una frazione è una frazione. 

Dlm. Sia, ad es., la frazione già ridotta ai 

minimi termini, dimodoché 47 e 62 sono primi tra 

47 s 

loro. Il cubo di questa frazione è mtanto . Sap¬ 
piamo [171] che, se due numeri sono primi tra loro, 
tali sono anche due loro potenze qualisivogliano ; 

'47 s * . . 

i due termini della frazione sooo dunque primi 
tra loro, e perciò 47 ® non può essere divisibile per 62 ®. 


4T ^ 

Pertanto è una frazione, c. d. d. 

362. Oss. Dalla precedente dimostrazione risulta 
inoltre che : i/ cuio di una frazione irreducibile è una 
frazione irreducibile. 


Distinzione dei numeri in cubi perfetti e cubi non perfetti. 

363. Consideriamo la serie dei numeri interi suc¬ 
cessivi ; 

1234 5 678 9 10... 

e quella dei loro cubi : 

1 8 27 64 126 216 243 612 729 1000... 

Prendiamo a considerare un numero intero che 
non sia di quelli di questa seconda serie, ad es, 20. 
È palese che questo numero non è il cubo di nes¬ 
sun numero intero ; ma non si può neanche ottenerlo 
elevando al cubo una frazione, giacché si è dimo¬ 
strato [361] che il cubo di una frazione non può es¬ 
sere un numero intero. Perciò 20 non é cubo perfetto. 

Neanche una frazione irreducibile, i cui termini 
non siano ambidue cubi perfetti, si può ottenere ele¬ 
vando al cubo im numero intero od una frazione. In¬ 
fatti, sia ad es. la frazione irreducibile -P-, il cui nu¬ 
meratore non é un cubo perfetto. Questa frazione non 
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si può ottenere elevando al cubo un numero intero, 
perchè il cubo di un numero è un intero. Ammettia¬ 
mo possa essere il cubo di una frazione. Questa fra¬ 
zione, ridotta ai minimi termini, ed elevata al cubo, ci 
darà [362] una frazione irreducibile, la quale, per¬ 
chè uguale alla frazione parimente irreducibile, 
doVrà [216] avere 40 per numeratore e 27 per deno¬ 
minatore. Ma allora 40 sarebbe cubo perfetto, o ciò 
non è. Dunque nessuna frazione irreducibile, i cui ter¬ 
mini non siano ambidue cubi perfetti, non può essere 
cubo perfetto. 

Definizione di radice cubica. 

364. ]>er. Si chiama radice cubica di un numero 
quel numero che, elevato al cubo, riproduce il numero 
proposto. 

Cosi 6 è la radice cubica di 126, perchè il cubo 
di 6 è 125. La radice cubica di -j^ è , perchè, ele¬ 
vando al cubo , si ottiene . 

Per significare, ad es., che 6 è la radice cubica 
di 126, si scrive : 

8 _ 

5 z= |/ 126 . 

L’operazione, mediante la quale si determina la 
radice cubica di un numero, è detta estrazione della 
radice cubica. 

805. Oss. La definizione di radice cubica, che 
abbiamo data, suppone tacitamente che il numero sia 
cubo perfetto, giacché nel caso opposto, non essen¬ 
doci numero che elevato al cubo riproduca il nu¬ 
mero dato, la radice cubica di cosi fatto numero non 
esiste. 

Dato un numero a qualunque, intero o fraziona¬ 
rio, sia esso cubo perfetto o no, diremo radice cubica 
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di a, per difetto, qualunque numero il cui cubo sia mi¬ 
nore di a. E diremo radice cubica di a, per eccesso, 
qualunque numero il cui cubo sia maggiore di a. , 

Il più piccolo numero, che si conosca, il quale, 
aggiunto ad una radice cubica per difetto, fa otte¬ 
nere una radice per eccesso, o, sottratto da una ra¬ 
dice cubica per eccesso, fa ottenere una‘radice per 
difetto, si dice grado di aitprossimazione di quella 
radice. 

Quando sia chiesta la radice cubica di un nu¬ 
mero che non sia cubo perfetto, s’intende che si 
vuole una radice approssimata; ordinariamente è an¬ 
che prestabilito il grado dell’ approssimazione. 

Radice cubica intera. 

3fi6. Def. Sì chiama radice cubica intera di un 
numero dato il maggior intero il cui cubo è contenuto 
nel numero dato. 

3S7. Teor. La radice cubica intera di un numero 
frazionario è uguale alla radice albica intera della 
parte intera di codesto numero. 

Oim. Sia n un numero frazionario ed a la sua 
parte intera; dimodoché è: 

a < n < a 1. 

Si vuol dimostrare che la radice cubica intera di n è 
uguale alla radice cubica intera di a. 

Rappresentando con r la radice cubica intera 
di a, possiamo scrivere: 

r^ ^ a < (r -f 1)=*. 

E poiché ( r -f- 1 ) ® é uguale o maggiore di ( a -f- 1 ), 
abbiamo : 


r® < « < (r 1)®, 
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donde risulta che r è la radice cubica intera di m, 
come d. d. 

368. Ob». Vedremo che, per saper estrarre la 
radice cubica con approssimazione prestabilita qua¬ 
lunque da qualsivoglia numero dato, basta saper tro¬ 
vare la radice cubica intera. Il teorema precedente poi 
mostra che, per saper risolvere questo secondo pro¬ 
blema, basta saper estrarre la radice cubica intera da 
im numero intero. 

Estrazione della radice cubica intera. 

369. Finché il radicando non supera 1000, la 
sua radice cubica intera si trova confrontandolo coi 
cubi dei primi nove numeri interi. Cosi, ad es., si ri¬ 
conosco che la radico cubica intera di 712 è 8. Sot¬ 
traendo da 712 il cubo di 8, si ottiene il resto del- 
V estrazione di radice. 

370. Allorché il radicando é maggiore di 1000, 
la radice cubica intera é composta con due o più cifre. 
Proponiamoci, ad es., di estrarre la radice cubica in¬ 
tera dal numero 98654, allo intento di stabilire i 
teoremi, coi quali si giustifica l’estrazione della radico 
cubica intera di un numero intero qualunque. 

Pensando al modo in cui si può formare il cubo 
d’un intero [356], ci giova rammentare che si fa an¬ 
zitutto [368] il cubo del numero delle decine, e che gli 
scrivono alla destra tre zeri. Così, poiché il cubo della 
radice cubica intera non supera il radicando [366], il 
cubo del numero delle decine di codesta radice non può 
superare il numero delle migliaia del radicando. Nel 
nostro caso il cubo del numero delle decine della radice 
non può dunque superare 98 (numero delle migliaia [24] 
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di 98664). Epperò, essendo 4 la radice cubica intera di 
98, il numero delle decine non può superare 4. 

Ma non deve poi essere minore di 4. Infatti, poiché 
il cubo di 4 è contenuto in 98, il cubo di 40 è conte¬ 
nuto [368] in 98000, e quindi anche nel numero dato. 

La radice, che cerchiamo, non deve adunque essere 
minore di 40, ed è minore di 60. Per cons*eguenza il 
numero delle decine è appunto 4. 

Le precedenti considerazioni sono generali, val¬ 
gono cioè per qualunque numero intero; cosi possiamo 
conchiudere il : 

ViX. Te®r. La radice cttbica intera del mtmero delle 


migliaia di un numero dato è il numero delle decine della 
sua radice cubica intera. 

31 f! 8 . Passiamo a vedere come, conoscendo il nu¬ 
mero delle decine della radice cubica intera di 98664, 
si trovi la cifra delle unità. 

Sappiamo che il cubo di un numero intero, mag¬ 
giore di 10, si compone di quattro parti, delle quali la 
prima è il cubo dello decine. Questa parte, essendo le 
decine ormai note, possiamo farla; essa è 64000; sot¬ 


traiamola dal radicando. 
H resto 34664 deve 


1 / 


98664 4 

64000 48 

34664 


contenere le altre parti del 
cubo, e in particolare il tri¬ 
plo del prodotto del qua¬ 
drato delle decine per la cifra 
delle unità. Questa parte si 
può formare [369] moltipli¬ 
cando per 3 il quadrato del 
numero delle decine, molti¬ 


plicando poi il prodotto ( che è 48 ) per la cifra delle 
unità, e per ultimo scrivendo due zeri a destra del ri¬ 
sultato. Da tutto ciò conchiudiamo che 346, numero 
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delle centinaia del resto, deve contenere iì prodotto del 
triplo del quadralo del numero delle decine della radice 
per la cifra delle unità. 

Se potessimo conoscere quante centinaia sono 
portate dalle altre due parti del cubo, e quelle pro¬ 
venienti da ciò che 98664 probabilmente non è un 
«ubo perfetto, sottraendo il numero di queste centi¬ 
naia da 346, avremmo nel resto per l’appunto il pro¬ 
dotto del triplo del quadrato del numero delle decine 
per la ci&a delle imita. Allora, conoscendo uno dei 
fattori (il triplo del quadrato del numero delle de¬ 
cine), mediante divisione otterremmo 1’altro fattore 
(la cifra delle unità). 

Non potendo conoscere il numero, che vorremmo 
sottrarre da 346, divideremo 346 per 48 (triplo del 
quadrato del numero delle decine della radice); ma 
il quoziente intero potrà essere maggiore della cifra 
delle unità (appunto perchè si è diviso per 48 un 
numero che può superare di 48, ed anche di più, quel 
numero che avremmo dovuto dividere ). 

Questa conchiusione è importante; ci gioverà 
enimciarla sotto forma di ; 

Teor. Se dal radicando si sottrae il cubo delle de¬ 
cine della radice cubica intera, e si divide il numero 
delle centinaia del resto per il triplo del quadrato del 
numero delle decine della radice, si ha nel quoziente in¬ 
tero, 0 la cifra delle unità, ovvero una cifra maggiore. 

373. Nel nostro caso, dividendo 346 per 48, si 
trova 7 per quoziente intero. 

Per decidere se 7 sia la cifra delle unità, si fa il 
cubo di 47 ; se questo cubo non supera il radicando, 

7 è la cifra cercata ; altrimenti bisogna provare la cifra 
prossima inferiore. Nel nostro caso, facendo il cubo 
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47 , si ottiene 103823, numero maggiore del radi¬ 
cando ; ciò prova che la cifra 7 è troppo forte. H cubo 
di 46 è 97336. Poiché questo numero non superaci! ra¬ 
dicando, 46 è la radice cubica intera di 98664. E 
perchè, 'sottraendo da 98654 il cubo di 46, si ottiene 
1318 , abbiamo: 

98654 = 46» -f 1318. 


Il numero 1318 è il resto dell’estrazione di radice 
cubica intera da 98664. 

374 . Sappiamo [371] che, per trovare il numero 
delle decine della radice cubica intera di un numero, 
basta estrarre la radice cubica intera dal numero delle 
migliaia del radicando. Determinato il numero delle 
decine, sappiamo [372, 373] poi trovare la cifra delle 
unità. Proponiamoci ora di determinare la radice cubi¬ 
ca intera di un numero qualunque, ad es. di 98664965, 
e ciò all’ intento di stabilire la regola per l’estrazione 
della radice cubica intera da un numero dato qual¬ 


sivoglia. 

Per semplicità di dire, fingiamo che sia 346 la 
radice cubica intera che si cerca. Sappiamo che si 
trova 34, numero delle decine della radice, estraendo 
la radice cubica intera dal numero delle migliaia del 

radicando. Dobbia¬ 
mo dunque separa¬ 
re dal numero dato 
le tre ultime cifre a 
destra, e prescinde¬ 
re per il momento 
da queste cifre. 

Cosi la difficoltà 


98.664.966 

462 

64 

48 

346 

6348 

13 18 9 - 


4 3 837 



è ridotta alla ricerca della radice cubica intera di un 
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numero, che ha tre cifre di meno del numero pro¬ 
posto. 

Qui da capo possiamo dire che si trova il numero 
delle decine della radice estraendo la radice cubica 
intera da 98, numero delle migliaia del radicando 
f^8654. Dal radicando proposto dobbiamo dunque se¬ 
parare un altro gruppo di tre cifre, poi considerare il 
numero rimanente, e ripetere su questo le considera¬ 
zioni fatte sui numeri 98664966 e 98664. 

Manifestamente, cosi continuando, si perviene in 
ogm caso ad un numero che ha tre cifre o meno, e la 
cui radice cubica intera si trova senza difficoltà [369]. 
Prendendo poi a considerare, in ordine inverso, suc¬ 
cessivamente, i gruppi di tre cifre che si sono via via 
abbandonati, ed operando nel modo già noto, che 
serve a trovare la cifra delle unità d’ una radice cu¬ 
bica intera di cui si conosce già il numero delle decine, 
si ottiene in ultima la radice desiderata. Qui a tergo si 
vede sviluppato 1’ esempio, e non sarà difficile ren¬ 
dersi ragione di tutte le operazioni ( giovandosi al 
bisogno della regola ohe segue ). 

376. Resola. Pei' estrarre la radice cubica intera, 
da un numero intero dato : 

1®. Si separano le cifre in gruppi di tre cifre, par- 
tendo da destra. U ultimo di questi gruppi può constare 
di due cifre od anche di una sola. 

2®. Si estrae la radice cubica intera dal marnerò 
rappresentato dal primo gruppo a sinistra; con ciò si 
ottiene la prima cifra a sinistra della radice. 

3®. Trovata la prima cifra della radice, se ne fa il 
cubo, e lo si sottrae dal numero rappresentato dal jmmo 
gruppo. 

4®. A destra del residuo si scrive la prima cifra 
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jgl secondo gruppo, e si divide il nutnero così ottenuto per 
il triplo del quadrato della prima cifra della radice. Il 
quoziente intero è la seconda cifra della radice, .ovvero 
una cifra maggiore. 

6“. Si prova la secoiula cifra, scrivendola a destra 
della prima della radice, e fortnando il cubo del nu~ 
fnero così ottenuto. Se'questo cubo si può sottrarre dal 
numcìo rappresentato dai due primi gruppi, Ig, cifra che 
gi prova è da ritenere; altrimenti bisogna provare suc¬ 
cessivamente le cifre inferiori, finché la sottrazione si 
possa effettuare. 

6®. Alla destra del resto si scrive la pnma cifra del 
terzo gruppo, e si divide il numero così formato per il 
triplo del qiuulrato del numero rappresentato dalle due 
prime cifre della radice; il quoziente intero è la terza 
cifra, ovvero è una cifra troppo forte. 

7®. Si sperimenta questa terza cifra scrivendola a 
destra delle altre due già trovate, e facendo il cubo del 
numero così ottenuto. Se questo cubo si può sottrarre 
dal numero rappresentalo dai primi tre gruppi, la cifra 
è da ritenere; altrimenti bisogna provare le cifre in¬ 
feriori. 

8®. Trovata la terza cifra, con processo affatto ana¬ 
logo si trovano le susseguenti, continuando V operazione 
fino a che siano esauriti tutti i gruppi di cifre del ra¬ 
dicando. 

aie. Possiamo lasciare allo studioso la cura di 
trovare la regola per l’estrazione della radice cubica 
con approssimazione data, perchè le considerazioni 
necessari^ a tal uopo sono del tutto analoghe a quelle 
fatte allo stesso fine per conto della radice quadrata. 





CAPITOLO XIII 


OPERAZIONI ABBREVIATE 


Preliminari. / 

37». Avviene spesso, nelle applicazioni dell’ Arifc-i 
motica, che di un valore richiesto basti calcolare un- 
valore decimale approssimato ; per questo caso sono 
utili regole di calcolo a posta, seguendo le quali si ri¬ 
sparmia di fare le operazioni che non hanno influsso) 
su quelle cifre del risultato che sono desiderate. 

Avviene eziandio, e più frequentemente, che si 
debbano fare dei calcoli con numeri decimali che sono, 

0 si deggiono riguardare come più o meno affetti da 
errore. Tali sono, ad es., tutti quei numeri che risul¬ 
tano dalla misurazione di grandezze ; numeri affetti 
necessariamente da errori dovuti all’imperfezione degli 
strumenti e dei sensi. In questo caso, conteggiandòy 
nel modo ordinario, si ottengono risultati noi quali vi 
sono cifre di dubbia esattezza, e che si devono quindi 
trascurare per la massima parte, essendo del tutto il¬ 
lusorio il grado di approssimazione ohe sarebbe fatto 
credere della loro presenza. 

Consideriamo, ad es. di ciò, la moltiplicazione 
che segue, e supponiamo che l’ultima cifra in cia¬ 
scuno dei fattori sia dubbia. Tale è perciò l’ultima e 
forse anche la penultima ( alla destra ) del prodotto 
parziale, che si ottiene con la cifra del moltiplicatore 
d’ordine supremo, epperò, essendo già incerta la quarta 
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decimale del prodotto, è fuor di ragione conservare 
le cifre degli ordini inferiori, dacché [294] la loro 

somma è minore, di im 
diecimillesimo. Soltanto, 
essendo probabile che 
la detta somma superi 
diecimillesimo, si au¬ 
menterebbe in questo 
caso di uno la quarta ci¬ 
fra decimale, e sarebbe 
quindi 191,4367 il pro¬ 
dotto approssimato da 
ritenere. Ma intanto vediamo che le cifre, che sono 
alla destra della linea verticale, per la maggior parte 
furono calcolate inutilmente. 

Ecco l’importanza di conoscere i metodi abbre¬ 
viativi a cui abbiamo fatto allusione; essi infatti per¬ 
mettono di calcolare solamente le cifre, che mentano 
di essere calcolate; e per essi si può anche arguire 
con quanta approssimazione, nel caso questa sia ar¬ 
bitraria, sono da ricercare i dati di un calcolo, allor¬ 
ché sia prestabilito il grado di approssimazione che 
deve avere il risultamento finale. 

318 . In ogni numero approssimato si supporrà 
che V errore sia minore di una unità deW ordine dcU ul¬ 
tima cifra, e questo errore potrà essere per eccesso o per 

difetto. 

In questa ipotesi : 

2 018 indica un numero compreso tra 2,017 e 2,019, 

’l72 » » » » » 171 e 173, 

0,400 » » » * ^® 

In quest’ultimo caso adunque gli zeri finali non sono 

privi d’importanza. 


15 
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Addizione abbreviata. 

379. Siano, ad es., da sommare i seguenti nu¬ 
meri decimali indefiniti: 

3,1419..., 0,7149..., 0,00028..., 1,7086..., 2,4113..., 
e, supponiamo che si voglia la loro somma a meno di 
un centesimo. 

Basterà conservare a ciascun addendo tre cifre 
decimali ed eseguire l’addizione. Nel caso 
nostro in ciascuno dei numeri si trova un 3,141 
errore, per difetto, minore di 0,001 ; e per- 0,714 
chè gli addendi non sono più di 10, l’er- 1,7 08 

rore per difetto della somma è minore di 2,411 

0,001 . 10 = 0,01. La vera somma è dun- 7,974“ 
que compresa tra 7,974 e 7,984 ; e poiché 
da questi numeri ( differenti tra loro di 0,01 ) è com¬ 
preso anche il numero 7,98, questo differirà dalia som¬ 
ma anch’ esso meno di 0,01 ; non si può dire per altro 
se per eccesso o per difetto. 

Da ciò che precede risulta la : 

Redola. Po- ottetio-e, a meno di una unità di un 
certo ordine, la somma di tion più di dieci ìiumeri, si va¬ 
luta ciascuno di essi peì- difetto a meno di una unità del- 
V ordine immediatamente inferiore a quello che bulica il 
grado d'approssUruizione. Fatta V addizione, si sojyprime 
ìlei risultato la cifra dell ordine infimo, e si aumenta di 
uno la cifra precedente. 

Oss. Quando gli addendi fossero più di dieci e 
meno di cento, bisognerebbe valutare ciascuno di essi 
per difetto con due cifre decimali di più di quante 
sono richieste per la somma. Fatta l’addizione, e sop¬ 
presse le due ultime cifre alla destra, si dovrebbe poi 
aumentare di uno la cifra che le precede. 
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380 . 08 «. Quando 1’ approssimazione degli ad¬ 
dendi non sia arbitraria, ma data, in tal caso la som¬ 
ma non può essere richiesta con più cifre decimali di 
quante ne ha quell’ addendo che ne ha in minor nu¬ 
mero ; anzi sarà dubbia ( potrà cioè difiFerire dalla vera 
di più di una unità del suo ordine) anche, l’ultima 
cifra del risultato. 

« 

Sottrazione abbreviata. 

381 .1 due termini della sottrazione qui di contro 
siano approssimati, e, non sapendo in qual senso, con¬ 
sideriamo dapprima il caso che il mi- 
7,329 nuendo sia approssimato per eccesso, ed 
3,842 il sottraendo per difetto. Allora, poiché il 

”3,48’? minuendo può superare di quasi 0,001 il 

giusto valore, questo stesso errore si tro¬ 
verà nel residuo ; e perchè, sottraendo 3,842, si toglie 
meno del giusto, di altrettanto si aumenta l’errore 
nel residuo. In questo può dunque esservi per eccesso 
un errore di quasi 0,002; epperò si conserva l’ultima 
cifra, ma scritta in modo distinto dalle rimanenti. 

Se il minuendo sia in difetto ed il sottraendo in 
eccesso, in tal caso si può affermare che il residuo è 
approssimato a meno di 0,002 pur difetto. 

E quando si sappia che i due termini della sot¬ 
trazione sono approssimati a meno di 0,001, ambidue 
per eccesso od ambidue per difetto, in tal caso il re¬ 
siduo sarà approssimato a meno di 0,001 ; ma non si 
può asserire se per eccesso o per difetto. 

Da ciò che precede risulta la: 

Regrola. Pet- ottenere la differenza di dtie numeri a 
meno di una unità di un certo ordine, bisogna valutare 
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questi numeri, entrambi per eccesso oppure per difetto, a 
meno di una unità dell' oì diìie dato, e calcolar poi la diffe- 
rema dei duo numeri approssimati. 

Moltiplicazione abbreviata. 

I 

S 82 . Proponiamoci, ad es., di calcolare a mono di 
0,01 il prodotto dei due numeri decimali indefiniti ; 
321,484748..., 36,7416926... 

Osserviamo innanzi tutto che, trascurando la parte 
del moltiplicatore che segue le cifre scritte, non si 
commette errore, che abbia influsso sulle cifre del pro¬ 
dotto che sono richieste. Infatti, essendo il moltipli¬ 
cando minore di 1000, e minore di 0,0000001 la 
parte non scritta del moltiplicatore, l’errore, che si 
commette trascurandola, è [294J minore di : 

1000 • 0,0000001, 

minore dimque di 0,0001. E siamo in fine disposti a 
tollerare un errore, purché minore di 0,01. 

Nel caso nostro avremo adunque bisogno di cal¬ 
colare al più 9 prodotti parziali ( tante essendo le cifro 
scritte del moltiplicatore); e poiché questi prodotti 
non possiamo averli che per approssimazione, dobbia¬ 
mo [380j procurarceli ciascuno a meno di 0,001. 

Consideriamo per primo il prodotto parziale cor¬ 
rispondente alla cifra delle unità del moltiplicatore. 
E chiaro che, per ottenere questo prodotto a meno 
di 0,001 per difetto, basterà moltipli¬ 
care la parte del moltiplicando che fi- 321,484748... 
nisce alla cifra dei diecimillesimi, tra- 6 

scurando tutte le cifre d’ordine infe- 1928,9082 
riore. Infatti la somma di queste é mi¬ 
nore di 0,0001, e l’errore, che si commette nel nostro 
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caso, è minore di 0,0001 • 6 = 0,0006; in ogni caso 
è quindi minore di 0,0001 • 9, minore a più forte ra¬ 
gione di 0,001, come si desidera. 

Passiamo a considerare il prodotto corrispon¬ 
dente alla cifra delle decine. Poiché in questo caso il 
moltiplicatore è 30 = 3 • 10, si potrà 
321,484748... [267,3"] moltiplicare prima per 10 e 

36 poi per 3. La prima operazione si 

"T928,90^ compie col semplice trasportare la 

9644,6422 virgola di un posto verso destra; il 
prodotto 3214,84748... si deve quindi 
moltiplicare per 3, e in modo da avere il risultato a 
meno di 0,001. Basterà, come abbiamo già veduto, 
cominciare la moltiplicazione dalla quarta decimale 
(cifra che è la quinta nel moltiplicando primitivo); 
la prima cifra, che risulta dalla moltiplicazione in 
discorso, esprime diecimillesimi, e si deve scrivere in 
colonna con quella deU’ infimo ordine del primo pro¬ 
dotto parziale. L’errore del nuovo risultato è minore 
di 0,0003, e in ogni caso di 0,0009 ; minore a più forte 
ragione di 0,001. 

Se nel moltiplicatore ci fosse cifra delle centi¬ 
naia, analoga argomentazione proverebbe che la ci¬ 
fra dell’ordine infimo del moltiplicando, che si do¬ 
vrebbe moltiplicare per questa delle centinaia, sa¬ 
rebbe di un posto più a destra di quella adoperata 
per il prodotto corrispondente alla cifra delle decine. 

Passiamo al prodotto parziale corrispondente alla 
cifra dei decimi. Ora si tratta di moltiplicare per , 
ed il prodotto deve essere calcolato a mono di 0,001. 
Intanto si dividerà il moltiplicando per 10, ritirando 
la virgola di un posto verso sinistra ; il risultato, che 
è 32,1484748..., si deve moltiplicare per 7. E, volen- 
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dosi il prodotto a meno di 0,001, si comincerà dalla 
aorta decimale ( che è la terza nel moltiplicando 
dato ). La prima cifra che si ottiene, poiché esprime 
diecimillesimi, si deve scrivere in colonna con quelle 
dell’ ordine infimo dei prodotti parziali già calcolati. 
L’errore nel risultato è minore di 0,001. 

Cosi, quando si adoprerà la cifra dei centesimi 
del moltiplicatore, si dovrà cominciare a moltiplicare 
la seconda decimale del moltiplicando ; e la prima 
cifra, che si ottiene, andrà scritta, come di solito, in 
colonna con quelle dell’ ordine infimo degli altri pro¬ 
dotti parziali. E cosi via. 

Pertanto, una volta stabilita la cifra del moltipli¬ 
cando da cui si deve cominciare quando si adopera la 
cifra delle unita del moltiplicatore, è poi facilissimo 
conoscere la cifra del moltiplicando da cui bisogna 
incominciare per ogni altra delle cifre del moltiplica¬ 
tore. Anzi è manifesto che, rovesciando il moltiplica¬ 
tore, tenendo ferma la sua cifra delle unità (*), cia¬ 
scuna delle cifre del moltiplicatore vien a cadere 
sotto quella del moltiplicando, dalla quale comincia 
1 operazione per calcolare il prodotto parziale corri¬ 
spondente. 

Abbiamo trovato cosi che, ogni volta che si passa 
da una cifra del moltiplicatore a quella dell’ ordine 
prossimo inferiore, il moltiplicando si abbrevia di 
una cifra. Esso finirà adunque ad essere esaurito ; 
epperò il processo trovato mostra osso stesso da quale 

(*) Scrivendone cioè le cifre in ordine opposto, ma in 
modo che non muti la posizione della cifra delle unità la quale 
s’intende posta sotto quella cifra del moltiplicando che viene 
moltiplicata per prima da questa cifra delle unità del molti¬ 
plicatore). 
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cifra in poi il moltiplicatore si può trascurare. Nel 
nostro caso ciò avviene alla settima decimale; e poi¬ 
ché il moltiplicando è minore di 1000, e la parte che 

si trascura nel moltiplica¬ 
tore è minore di 0,0000007, 
si commette perciò un nuo¬ 
vo errore più piccolo di 
0,0007, minore^ in ogni caso 
di 0,001. 

Nel caso adunque che le 
cifre del moltiplicatore, che 
entrano nel calcolo, non sia¬ 
no più di 10, il prodotto ri¬ 
sultante è approssimato per 
difetto a meno di 

0,0009 • 10 -f- 0,001, 


3 2 1,4 8 4 7 4 8 ... 
,629514763 
9 6 4 4,6 4 2 2 
1 9 2 8,9 0 8 2 
2 2 6,0 388 
1 2,8 6 9 2 
32 14 
1606 
288 
6 

1 1811,8697 


a meno cioè di 0,01 
è dunque compreso 


Nel caso nostro il vero prodotto 
tra 11811,8697 ed 11811,8697, 
differenti tra loro di 0,01 ; epperò 11811,86, che è com¬ 
preso tra gli stessi numeri, è il prodotto domandato, 
Osa. Nel caso che il moltiplicando fosse stato un 


numero esatto con 6 decimali, il primo dei prodotti 
parziali sarebbe riuscito esatto, anziché approssimato. 
Se il moltiplicando, essendo esatto, avesse avuto 3 
cifre decimali soltanto, anche il secondo dei prodotti 
parziali sarebbe riuscito esatto ; si sarebbe poi scritto 
uno zero nel posto della quarta cifra decimale. Ecc. 

Cosi, se il moltiplicatore non si fosse prolun¬ 
gato a sinistra oltre la cifra 2, e questa fosse esatta, 
non si sarebbe avuto da considerare 1’ ultima causa 
d’ errore. 

Dall’ esempio considerato si ricava la : 

Reffola. Per ottenere il prodotto di due numeri de- 
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cimali a meno di una unità di un dato ordine, « scrive 
il moltiplicatore sotto del moltiplicando con le cifre in or¬ 
dine invertito, e in modo che la cifra delle unità del mol¬ 
tiplicatore cada sotto quella del moltiplicando che è infe¬ 
riore di due ordini alla cifra che corrisponde al grado di 
approssimazione domandato; poi si moltiplica per ciascuna 
cifra del moltiplicatore la parte del moltiplicando che fini¬ 
sce a destra con la cifra che sta sopra quella del moltipli¬ 
catore che si considera; si scrivono iprodotti parziali in 
modo che le loro cifre délV infimo ordine cadano in colonna; 
si fa quindi V addizione ; nella somma si sq^rr imon o le 
due ultime cifre a destra e si aumenta di uno la cifra se¬ 
guente. Infine si pone la virgola così che il prodotto 
abbia tante cifre decimali quante ne accenna il grado di 
approssimazione. 

38a. La regola per la moltiplicazione abbreviata 
si può usare per risolvere la seguente questione: Tro¬ 
vare il prodotto di due numeri approssimati con la mag¬ 
giore apprrossimazione possibile e determinare questa ap¬ 
prossimazione. 

Ad es., si voglia il prodotto dei due numeri 321,48 
e 36,741, approssimati a meno di una unità dell’in¬ 
fimo ordine. 

Rappresenteremo le cifre incognite con lettere, 
scrivendo i fattori nel modo seguente: 321,48aòc.., 
36,741^3..; poi disporremo i numeri per la moltipli¬ 
cazione abbreviata in modo che le cifre note inter¬ 
vengano nel calcolo in maggior numero che sia pos¬ 
sibile. Cosi il posto della cifra delle unità del molti¬ 
plicatore non è più arbitrario, ma determinato. H 
prodotto 11810,6 che risulta nel nostro caso, è appros¬ 
simato a meno di 

(3 -f 6 -f 7 -f 4 + 2) = 22 
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decimi, opperoiò, abbandonando la cifra doi docimi, 
possiamo poi dire che il prodotto 11810 è approssi¬ 
mato a meno di 28 decimi. Invertendo l’ordine dei 

fattori, si troverebbe lo stes¬ 
so risultato 6 si potrebbe poi 
dire che l’errore è minoro di 
25 decimi. 

Bisogna osservare però che 
il calcolo dell’errore è fatto 
nell’ipotesi che i fattori siano 
ambidue approssimati per di- 
118 10,6 fetto. Se l’uno od entnimbi 


mato 

3 2 1,4 8 a 6 c. 
(7pl4763 

96444 

1928,4 

2247 

128 

3 


fossero approssimati per ec¬ 
cesso, il limite dell’ errore sarebbe inferiore a quello 
che abbiamo trovato. 

Osa. Nel caso che i due numeri dati ab¬ 
biano disugual numero di cifre, si dovrà prendere per 
moltiplicatore il numero che ne ha di più. 


Divisione abbreviata. 

3§S. Per il caso in cui i termini di una divisione 
siano scritti con molte cifre, e sia chiesto il quoziente 
con data approssimazione, esiste un processo di cal¬ 
colo molto più spedito dell’ ordinario. Fonderemo la 
dimostrazione della regola por la divisione abbreviata 
sul seguente: 

3S6. Teor. La differenza tra due frazioni, che 
hanno medesimo numeratore e per denominatori due in¬ 
teri consecutivi, è uguale al prodotto che si ottiene molti¬ 
plicando una delle frazioni per la frazione sempilice che ha 
denominatore uguale al denominatore dell’ altra. 






l 
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Dilli» Infatti, riducendo a denominatore comune 
le frazioni: 


a a 

T' T+T’ 


si ottengono le frazioni : 

, a(J-|-l) ab 

b(b-\-l) ’ 6(6 + 1) ’ 

la cui difierenza ( essendo i numeratori due multipli 
consecutivi di a ) à la frazione : 

a 

6(6 + 1 ) 

Questa frazione si può considerare come il prodotto 
delle frazioni : 

a 1 

6 ’ 6 + 1 ’ 

0 come il prodotto delle frazioni : 

T- 6+1 > 

38*?. Cor. Surrogando un divisore decimale, mag¬ 
giore di 10, con la sua parte intera, in una divisione in 
cui il quoziente è minore di 10, si produce nel quoziente 
un aumento che è minore di quell’ unità decimale il cui 
ordine si trova sottraendo 2 dal numero delle cifre della 
parte intera del divisore. (*). 

Dlm. Consideriamo, ad es., il quoziente : 
n : 48769,52 

dove n rappresenta un intero minore di 10 volte il 
divisore (dimodoché il quoziente è minore di 10). 


(■) Facilmente si pnò trovare nn caso particolare in cui 
l’errore sia maggiore diqueU’unità decimale, il cui ordinasi 
ottiene togliendo 1 soltanto dal numero delle cifre della parte 
intera del divisore. 
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Dico che, trascurando nel divisore la parte decimale, 
si produce nel quoziente un aumento che è minore di 
una unità decimale del terzo ordine, minore cioè, di 
0 ,001, appunto perchè, sottraendo 2 dal numero dello 
cifro della parte intera del divisore, si ottiene 3. 

Infatti il quoziente dato è compreso tra le frazioni : 

n n 

“48769"’. 48770 ’ . 

le quali, per la proposizione precedente, differiscono 
tra loro del prodotto : 

n 1 

48769 ■ 48770 ' 

Ora, poiché il primo fattore è per ipotesi minore 
di 10, e il secondo è minore di , il prodotto è 

minore di : 

10 • 0,0001 

cioè minore di 0,001 c. d. d. 

38 ». Oss. Per il caso che il divisore abbia due 
sole cifre nella parte intera, la proposizione precedente 
dice che l’aumento nel quoziente è minore di una umtà 
decimale dell’ ordine zero. Da queste parole si deve 
intendere accennata l’unità. E infatti, nel modo stesso 
dianzi adoperato, dimostreremmo, ad es., essere: 

804 804 ^ 

96 97 ■ 

389 . Proponiamoci ora di esprimere in decimali 
con la maggiore approssimazione possibile il quoziente 
della divisione di 6481086 per 961763, nell’ipotesi 
che questi numeri siano ambidue approssimati a meno 
di una unità. 













✓ 
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Intanto, per causa dell’ errore del dividendo, nel 
quoziente c’ è un errore, per eccesso o per difetto, mi¬ 
nore [387] della frazione ( 1: 961 762 ). Codesto errore è 
quindi minore [212] di ( 1 : 100000), cioè di 0,00001. 
Nel seguito, per il proposito di tenere in fine calcolo 
di questo errore dovuto all’ errore del dividendo, pos¬ 
siamo riguardare il dividendo come numero esatto. 

Ora, causa l’errore del divisore, il vero quoziente 
è compreso, o tra le frazioni ; 


6481086 

961762 

0 tra le frazioni : 


6481086 - 

961763 


6481086 6481086 

961763 ® 961764 ‘ 

In ogni caso adunque l’errore, dovuto all’ errore del 
divisore, è [386] minore di : 


10 


1 

100000 


cioè di 0,0001. 


D’ora in poi, nell’idea di tenere infine calcolo dell’er¬ 
rore dovuto all’errore del divisore, riguarderemo an¬ 
che il divisore come numero esatto. 


6481086 

6770618 

9617o3 961763 

6,7388 88376 

710668 

6770618 

673226 

673226 

37343 

28861 

28861 

7688 

8492 

768 

7688 

36 


804 6481086 

768 
36 
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Dobbiamo dunque dividere 6481086 per 961763. 

D processo ordinario della divisione ci dà intanto la 
cifra 6, come parte intera del quoziente ; alla destra di 
questa cifra va posta la virgola. 

La parte del quoziente, che si deve aggiungere 
alla parte intera affine di avere il quoziente completo, 
è il quoziente della divisione, del resto 710668 per il 
divisore 961763. La regola ordinaria per tradurre co- 
desto quoziente in decimali, consiste in fondo a met¬ 
tere anzitutto questo quoziente nella forma [309] : 

(7106680 : 961763) : 10, 
perchè poi la parte intera del quoziente della divi¬ 
sione indicata tra parentesi è la cifra dei decimi. [279]. 

Noi possiamo esprimere questa stessa parte com¬ 
plementare del quoziente della divisione proposta, 
scrivendo [284] : 

(710668 : 96176,3) : 10. 

E qui, trascurando la parte decimale del divisore 
posto tra parentesi, e indicando con e l’aumento che 
ne segue nel quoziente, la nostra espressione si trasfor¬ 
ma nella seguente ; 

1(710668 : 96176) — e | : 10, 
e quindi [279] anche nella seguente : 

(710668 : 96176) : 10 — (e : 10). 

E perchè l’errore e, dipendente dall' aver trascurato 
la cifira dei decimi nel divisore 96176,3, è [387] mi¬ 
nore di 0,001, 1’ errore in eccesso (e : 10), che si com¬ 
mette con questa deviazione dalla regola della divi¬ 
sione, è minore di 0,0001. 

Cosi, intendendo di tener calcolo infine del nuovo 
errore, possiamo dire che la parte complementare del 
quoziente è indicata esattamente dall’ espressione : 
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(710668 : 96175) ; 10 = j 7 + (37343 ; 96176) \ : 10 
= 0,7+ (37343 : 96176) : 10. 

Segnata nel quoziente la cifra dei decimi, pos¬ 
siamo dire che la parte complementare del quoziente, 
tenuto conto degli errori, è rappresentata esattamente 
d^’ espressione : 

(37343 : 96176) : 10 
e quindi anche dalla seguente [282] : 

(37343 : 9617,6) ; 100. 

E rappresentando con e l’aumento nel quoziente chiuso 
tra parentesi, dovuto all’ abbandono della cifra dei de¬ 
cimi del divisore, abbiamo: 

1(37343:9617) —e I : 100, 
ossia [279J : 

(37343 : 9617) : 100 — (e : 100). 

E perchè 1’ errore e è [387J minore di 0,01, l’errore 
in eccesso, che si commette trascurando il termine 
(e : 100), è minore di nuovo di 0,0001. 

Ormai è palese che, seguitando la divisione in 
questo modo, cioè dividendo ciascuna volta il resto 
dell’ ultima divisione parziale per il divisore àbbret>iato 
d’ una cifra (*), si commette ogni volta un nuovo er¬ 
rore minore di 0,0001. 

Manifestamente arriva l’istante in cui, pur es¬ 
sendo rimaste cifre del divisore, la divisione non può 
esser proseguita, perchè l’errore totale già commesso 
è dello stesso ordine della nuova cifra che risulterebbe ' 
nel quoziente, per la qual cosa codesta cifra farebbe / 
poi credere che il quoziente avesse un grado d’ appros- ^ 
simazione maggiore del vero. 

(•) E cosi, invece di scrìvere uno zero alla destra del resto 
e dividere il numero, che ne risulta, per il divisore. 
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Nel nostro caso codesta cifra, che farebbe credere 
una approssimazione maggiore di quella che si può 
asserire, è la quinta che abbiamo calcolata, quella che 
esprime diecimillesimi. Infatti, poiché degli errori suc¬ 
cessivamente commessi non abbiamo potuto dire altro 
che ciascuno è minore di 0,0001, la cifra dei diecimil¬ 
lesimi è assolutamente incerta. 

È invece esatta (nel senso dei numeri approssi¬ 
mati ) la terza cifra decimale, perchè si può asserire 
che 1’ errore totale è minoro di 0,001. Infatti, poiché 
la somma degli errori per eccesso, dovuti a ciò che si 
sono trascurate successivamente le cifre del divisore, è 
minore di 0,0009, e l’errore per difetto, che si commette 
trascurando la quarta cifra decimale e la frazione com¬ 
plementare è minore di ,10 diecimillesimi, l’error finale 
nel quoziente, per eccesso o per difetto, è minore di 
10 diecimillesimi, ossia di 0,001. 

Conchiudiamo che il quoziente della divisione dei 
due numeri approssimati 6481086 e 961753 è il 
numero 6,738 approssimato a meno di una imita del- 
l’infimo ordine. 

390. Abbiamo trattato il caso della divisione di 
due numeri interi approssimati, il cui quoziente sia 
compreso tra 1 e 10. A questo caso si può ridurre ogni 
altro. Infatti, dovendo ad es. dividero l’un per l'altro 
i numeri approssimati 9324,815 e 815,37, traspor¬ 
tando le virgole di due posti a destra, riduciamo la 
divisione a quella dei numeri 932481,5 e 81537. Ora, 
dividendo il dividendo per 10, o trascurando poi la 
parte decimale del dividendo, resterebbe da dividere 
l’un per l’altro i numeri interi approssimati 93248 
e 81537, il cui quoziente è compreso tra 1 e 10. In 
fine bisognerebbe moltiplicare per 10 il quoziente 
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trovato con la divisione abbreviata, perchè, col divi¬ 
dere il dividendo per 10, si è diviso per 10 il quo¬ 
ziente. [280]. 

391 . Le precedenti considerazioni ci permettono 
di conchiudere che, quando il divisore è un numero 
approssimato, non si può domandare il quoziente che 
con due cifre di meno del divisore. Perciò, quando si 
dovessero dividere l’un per l’altro due numeri deci¬ 
mali indefiniti e fosse prestabilito il grado d’appros¬ 
simazione del quoziente, dal confronto dei numeri 
dati si conchiuderebbe quante cifre deve avere il quo¬ 
ziente. Se n è questo numero, n 2 sarebbe il nu¬ 
mero delle cifre del primo divisore abbreviato. Il pri¬ 
mo dividendo abbreviato sarebbe poi il più piccolo 
numero tagliato a sinistra del dividendo che contiene 
il divisore. 

Es. Dovendosi calcolare a meno di 0,001 (cioè 
con tre cifre decimali) il quoziente della divisione 

dei numeri decimali indefiniti 1161,7879 .e 

321,464545 . . . . , si comincia a determinare il numero 
delle cifre del quoziente; il che si fa moltiplicando il 
divisore per 10, 100, ecc. Nel caso presente si ricono¬ 
sce che il quoziente ha due cifre nella parte intera, e 
quindi cinque cifre in tutto. Perciò il primo divisore 
abbreviato ha sette cifre ; quindi è il numero 321,4546. 
H primo dividendo abbreviato è 11617,879. 

Si può dunque imaginare di dover dividere : 

116178790 per 3214646. 

Dividendo il dividendo per 10 (cioè sopprimendo in 
esso lo zero a destra) il quoziente vien diviso per 10. 
Quindi, trovato con la divisione abbreviata il quo¬ 
ziente della divisione di 11617879 per 3214546, bi¬ 
sognerà moltiplicare il quoziente per 10. Con la divi- 
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sione abbreviata si trova 3,6141; epperò 36,141 è il 
quoziente domandato, a meno di 0,001. 

Da tutto quanto precede ora possiamo conchiu¬ 
dere la : 

39». Reirola. Per trovare il quoziente di due 
numeri decimali hidefiniti a meno di una unità deci¬ 
male data : 

Si determina il numero delle cifre che deve avere il 
quoziente. 

Si separano a sinistra del divisore tante cifre, quante 
sono quelle del quoziente piii due, e si trascurano tutte 
le altre. Così si ottiene il primo divisore. 

Si forma il dividendo abbreviato separando a si¬ 
nistra del dividendo tante cifre qiuznte hastam a rappre¬ 
sentare un numero che. contenga il divisore, e si trascu¬ 
rano tutte le altre. 

Si divide il dividendo abbreviato per il primo divi¬ 
sore, senza badare alle virgole. Con si ottiene la prima 
cifra del quoziente. 

Si divide il resto per il numero che si ottiene dal 
divisore sopprimendo V ultima sua cifra a destra, e cod 
si ottiene la seconda cifra del quoziente. 

Così si continua, sopprimendo una alla volta le cifre 
del divisore, finché il quoziente abbia il numero di cifre 
prestabilito. 

Infine si segna la virgola nel quoziente, in modo che 
V ultima cifra esprima la voluta approimmazione. 

Osa. Nel fare la divisione abbreviata, col metodo 
esposto, può avvenire che una delle divisioni parziali 
dia 10. In tal caso si scrivono nel quoziente tanti 9, 
quante cifre mancano per ottenerne il numero pre¬ 
stabilito. 






CAPITOLO XIV 


NUMERI COMPLESSI 


Preliminari. 

393. Per talune specie di grandezze, certe parti 
aliquote dell’ unità, e spesso anche certi multipli del- 
r unità hanno nomi particolari. Ad es., se conside¬ 
riamo il giorno, il multiplo d’ un giorno secondo il 
numero 7 ha nome settimana; la parte aliquota se¬ 
condo il numero 24, cioè ^ d’un giorno, si dice ora. 
Un sessantesimo di ora, che a sua volta è esso pure 
una certa parte aliquota d’ un giorno, si dice minvr 
io; gy di minuto si dice secondo. Perciò, ad es., in¬ 
vece di dire: 4 ore e ^ (di ora), si può dire 4 ore 
e 13 minuti. 

Cosi fatte espressioni, che indicano somme d’unità 
e di parti aliquote d’unità, alle quali ultime sia data 
la denominazione con una parola convenzionale, anzi¬ 
ché col numero che indica in quante parti l’unità fu 
divisa, si dicono numeri complessi. 

Ora risolveremo, per via d'esempi, i principali 
problemi sui numeri complessi. Non si tratta altro 
che di applicazioni delle regole stabilite precedente- 
mente ; le questioni sono anche più facili di altre già 
risolute, perchè meno astratte. 

Dopo l’introduzione del sistema metrico deci¬ 
male la teoria dei numeri complessi avrebbe perduta 
ogni importanza, se non fosse ovunque rimasta 1’ an- 
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tica divisione del tempo e del cerchio. Avviene poi 
talvolta che si debbano rivangare misure antiche; 
ma la risoluzione di questioni ad esse relative non 
presenta nessuna difficoltà a chi abbia visto come si 
trattinoci principali problemi sui due tipi accennati. 
Perciò i nostri esempi si riferiranno sempre a misure 
del tempo e del cerchio. 

3»4. L’unità di tempo è il giorno (medio). D 
giorno si divide in 24 parti eguali che si dicono ore; 
l’ora si divide in 60 minuti, ed il minuto in 60 se- 
condi. Intervalli di tempo min ori di un secondo si 
esprimono con frazioni decimali di secondo. 

H numero complesso : 3 giorni, 8 ore, 17 minuti, 
14 secondi, si rappresenta per iscritto nel modo se¬ 
guente : 

3» S" 17”' 14». 

395. L’unità di misura degli archi d’un cerchio 
è il quarto del cerchio o il quadrante. Il quadrante si 
divide in 90 gradi; il grado in 60 minuti, ed il mi¬ 
nuto in 60 secondi. Archi minori d’ un secondo si 
esprimono con firazioni decimali. 

D numero complesso : 48 gradi, 18 jrrimi, 45 se¬ 
condi e 6 decimi di secondo si rappresenta per iscritto 
nel seguente modo : 

48” 18' 45 ",6. 

306. In un numero complesso un’tmità e quelle 
sue parti aliquote, che hanno nomi particolari, si di¬ 
cono unità dei vari ordini. Ciascuna unità ( che non 
sia quella dell’infimo ordine) è multipla secondo un 
determinato numero dell’ unità dell’ ordine prossimo 
inferiore. 
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Trasformazioni di numeri complessi. 

397. Probi. Convertire in secondi il numo'o com¬ 


plesso: 


7« 4" 31" 14*. 


RIdoI. La questione non presenta nessuna diM- 
coltà. Si trova : 

7* 4“ 31" 14* = 621074». 

39*4. Probi. Convertire 621074* in numero com¬ 
plesso. 

Rlsol. Si divide (in senso ristretto) 621074 
per 60, perchè 60 secondi fanno un minuto. Essendo 
10361 il quoziente e 14 il resto, si conchiude intanto 
che è: 


621074* = 10361" 14*. 


Proseguendo analogamente, si trova infine : 

621074* = 7 « 4“ 31" 14*. 

399. Probi. Convertire il numero com'oso 7 » 
4 b 3 jin 24 » in frazione di un giorno. 

Rlsol. Anzitutto bisogna convertire il numero 
complesso in unità di queU’infima specie che si pre¬ 
senta nel numero dato. Nel nostro caso si trova: 

7* 4" 31” 14* = 621074». 

Poi si determina quale firazione di un giorno è un se¬ 
condo. Poiché im giorno equivale a: 


24 • 60 • 60 = 86400 


secondi, un secondo è -ggjòò giorno. Conseguen¬ 

temente egU è : 


621074 



86400 


#00. Probi. Convertire la frazione - di un 
giorno in numero complesso. 
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RIsol. Sappiamo [250] che nna frazione è uguale 
al quoziente della divisione del numeratore per il de¬ 
nominatore, dimodoché, ad es., di im giorno equi¬ 
valgono ad una settima parte di 5 giorni. Perciò nel 
nostro caso possiamo scrivere : 

/ 621074\« _ 621074» . 

\ 86400 / ~ 86400 ’ 


dove la linea di frazione del secondo membro tien 
luogo del segno di divisione, cosicché la seconda fra¬ 
zione si deve interpretare come fosse scritto : 

621074» : 86400. 

Ora, poiché dividendo 621074 per 86400 si trova 
7 per quoziente e 16274 per resto, abbiamo : 


/ 621074 y- 
\ 86400 ) 

» 


7» -f- 


16274» 

86400 


7» + 


390576 >■ 
86400 


(Si sono convertiti i 16274 giorni in ore). 

Dividendo 390576 per 86400, si trova 4 per quo¬ 
ziente e 44976 per resto. Per conseguenza egli é : 


621074 

86400 


= 7» é*- 4- 


44976" 

86400 


» 


= 7» 4" + 


2698560"'" 

86400 


( Si sono convertite le ore in min uti ). 

Proseguendo analogamente, si ha in fine : 


/ 621074 y 
\ 86400 / 


7» 4" fil"” 14*. 


40i. Probi. Convertire il numero complesso 7» 
4" 31 "■ 14* in frazione decimale di un giorno. 
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Ritiol. Si converte il numero dato in firazione or¬ 
dinaria di un giorno, e poi questa frazione in fra¬ 
zione decimale. Generalmente non si potrà ottenere 
altro che un valore approssimato. 

Nel nostro caso, lasciando in disparte i 7 *, si 
ti;ova: 



= 0*, 1883 


» 


epperò : 

7* 4»- 31“ 14* = 7«, 1883 
con un errore minore di 0,0001. 

403. Probi. Convertire 7*, 1883 in numero com¬ 
plesso. 

Rlaol. La questione è di convertire in numero 
complesso la frazione . È un problema che ab¬ 
biamo già risoluto [400]. Nel caso presente, attesa la 
somma facilità con cui si trovano quoziente e resto 
quando il divisore è una potenza di 10, 1' operazione 
riesce molto spedita. Si trova : 


7«,1883 = 7 « 4“ 31“ 9*, 12. 
Operazioni con numeri complessi. 


103. Abbiamo imparato a convertire un numero 


complesso in frazione ordinaria o decimale, ed anche 


ad eseguire l’operazione inversa. Ne segue che le ope¬ 
razioni sui numeri complessi si possono ricondurre a 
quelle con numeri frazionari. 


L’addizione però e la sottrazione si possono effet¬ 


tuare direttamente coi numeri dati, senza nessuna 
difficoltà; e cosi anche la moltiplicazione e la divi¬ 
sione, purché il moltiplicando e il divisore siano nu¬ 
meri interi. 
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•Ol. Probi. ,Si determini la somma dei segttenti 
intervalli di tempo: 

7* 12*' 42»; 14*’ 50"^ 38‘; 6» a" }4*. ' 
niNol. Si dispongono i numeri per l’addizione 
nel modo seguente : 


Giorni 

Ore 

Minuti 

Secondi 

7 

12 

0 

42 


14 

50 

. 38 

5 

0 

3 

14 

13 

2 

64 

34. 


Si principia a far la somma delle unità dell’infima 
specie. Si trovano 94 secondi, dei quali 34 si devono 
notare ; gli altri 60 formano un minuto, che si porta, 
per aggiungerlo alla somma dei minuti. Poiché risul¬ 
tano 64 minuti, che non bastano a formare un’ ora, 
si scrive 64 nella colonna dei minuti Poi si trova¬ 
no 26 ore, delle quali 2 si devono scrivere ; le altre 24 
danno un giorno, che si aggiunge alla somma dei 
giorni. 

Oss. È manifesta l’analogia con l’addizione dei 
numeri decimali; la maggiore difficoltà dipende da 
ciò, che dalle somme parziali non si possono ricavare 
con altrettanta speditezza le unità d’ordine superiore. 

■105. Probi. Si sottraggano 2* 64'" 14® da 9® 7 '' 8®. 

■llMol. Si dispongono i numeri, il sottraendo sotto 
del minuendo, in modo che le unità della stessa spe- 


eie si corrispondano : 

Giorni Ore 

Minuti 

Secondi 

9 

7 

0 

8 

2 

0 

64 

14 

7 

6 

6 

64. 


Poichè da 8 secondi non si possono sottrarre 14 
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Becondi, si aggiunga nel posto dei secondi una unità 
della specie superiore, un minuto, cioè 60*. Da 68* 
togliendo 14* restano 54*. Por compenso si sottrar¬ 
ranno 55 minuti invece che 54, ecc. 

Per altro esempio si sottraggano 15'' 38*" 18* da 
2 giorni. 

In questo caso, nell’ atto di scrivere il minuendo, 
giova decomporre un giorno in ore, poi un’ ora in mi¬ 
nuti, ed un minuto in secondi. Così la sottrazione si 


rende semplice 

affatto. 



Giorni 

Ore 

Minuti 

Secondi 

1 

23 

69 

60 


16 

38 

18 


1 8 21 42. 


40S. Probi. Si Stermini il quintiqìlo del seguente 
intervallo di tempo : 3* 54"’ 23*. 

RIhoI. Si dispone l’operazione come segue: 

Giorni Ore Minuti Secondi 

3 0 54 23 

6 

15 4 31 65. 

Si comincia a moltiplicare per 6 i 23*. Si otten¬ 
gono 115*, equivalenti a 65* (che si scrivono) ed un 
minuto, che si porta, per aggiungerlo al prodotto dei 
minuti per 5. Poiché risultano 271 minuti, e questi 
equivalgono a 4*’ e di'", così si notano i di'", e si por¬ 
tano le 4*'. Queste 4*' si devono notare anch’esse, per¬ 
chè il moltiplicando non dà altre ore. Si ottengono 
poi infine 15*. 

403. Probi. La punta della lancetta mhiore di 
un orologio j[ non regolato ) descrive in un’ ora un arco 
di cerchio della lunghezza di 42® 32' 15". Che parte 
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di cerchio descrivereUbe, ove il movimento durasse per 
le" 24” 38‘? 

RiHol. Si convertali numero complesso 42*32' 
16 " in unità dell’ infimo ordine. Si trova : 

42* 32' 16'' = 163136". 


Si converta il numero complesso 16 *■ 24 ” 38 * in 
frazione di ora. Si trova : 


lei* 24” 38* 


/ 59078 \\ 
\ 3600 / . 


Manifestamente, per ottenere il numero dei se¬ 
condi percorsi nella frazione di ora, si deve 

moltiplicare 163136 per . Moltiplicando, si ot^ 
tiene per risultato approssimativo 2613030. Questo 
numero esprime quanti secondi di cerchio sono per¬ 
corsi dalla punta della lancetta in 16 *' 24 ” 38 *. 

Convertendo il numero 2613030" in gradi, minuti 
e secondi, si trova: 

2613030" = 698* 3' 60". 


E poiché 360® costituiscono im intero cerchio, 
nelle 16 *’ 24 ” 38 * la punta della lancetta descrive un 
intero giro, più 338® 3' 60". 

408. Probi. Calcolare la nona parte dell' inter¬ 
vallo di tempo 67 '■ 61 ” 63 *. 

Rlaol. Si comincia a prendere un nono di 67 ore. 
Esso è composto di 7 ore, più la nona parte delle 4 
ore che rimangono. E poiché 4 ore equivalgono a 240 
minuti, si può dire che é : 

67»» _ 7. , 240” 

9 — ' + 9 ■ 

Si aggiungano ai 240” i 61”, dei quali pure biso¬ 
gna prendere la nona parte. Dividendo 291 per 9, si ot- 
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tiene 32 per quoziente e 3 per resto; per cMisoguenza è : 


291'" 

9 


= 32" + 


3™ 


9 ■ 


Ma 3" equivalgono a 180*. Abbiamo poi altri 53', 
dei quali pure bisogna prendere la nona parte. Divi¬ 
dendo 233 per 9, si ottiene 25 per quoziente ed il re¬ 
sto 8 ; e ciò significa che la nona parte di 233 * è com¬ 
posta di 25 ’ più -y di 8 *. Abbiamo cosi trovato che -~ 
deir intervallo di tempo 67’’ 61" 63* è rappresen¬ 
tato da: 

7'' 32" 25" -f 

Oss. Si sarebbe potuto ridurre l’ intervallo di tem¬ 
po in unità dell’ infima specie, dividere per 9 il risultato, 
e convertire poi il quoziente in numero complesso. 

Per poco le questioni siano complicate, è sempre 
più semplice e più sicuro convertire i numeri dati in 
unità deH’infima specie, od in frazione dell’unità prin¬ 
cipale, ed effettuare sui numeri cosi trasformati i cal¬ 
coli richiesti dalla questione che si deve risolvere. 

409. l'robl. Im, imnta della lancetta minoì'e di 
up, oroloqio ( non regolato ) ha descritto un arco di 
8 “ 27 ' 35 " in 2 '■ 26 " 37 *. Si domanda V arco descritto 
in un’ ora. 


RUol. Si convertano i numeri dati, il primo in 
fnxziono di grado, l’altro in frazione di ora. Si trova: 


8" 27' 36" 


2‘‘ 25" 37’ 



Ora bisogna dividere il primo numero per il se¬ 
condo. Si trova . Questo numero esprime gradi. 
Convertendolo in numero complesso, si ha: 3* 29' 8" 
con un errore minore di 1 ". Ecco il numero domandato. 
















CAPITOLO XV 


SISTEMA METRICO 


410. Si chiama, in generale, sistema ^metrico l’in¬ 
sieme delle varie unità di misura con le quali si pa¬ 
ragonano le grandezze, che si vogliono esprimere 
mediante numeri. 

Poiché l’unità di misura dev’essere della stessa 
specie della grandezza da misurare, ogni sistema me¬ 
trico presenta : un’ unità di lunghezza, un’ unità di su- 
peì-ficie, un’ unità di volume o di capacità, un’ unità 
di 2 )eso, e un’ unità di moneta. 

Nella pratica avviene di dover misurare gran¬ 
dezze della stessa specie differentissime tra loro. Ac¬ 
cade, ad es., di dover esprimere il peso di una medi¬ 
cina, e altra volta quello del carico di una nave. Per¬ 
tanto, affine di evitar l’uso di numeri grandissimi, per 
ciascuna specie di grandezze in ogni sistema metrico 
ci sono parecchie unità di misura. Nel sistema me¬ 
trico, in uso da noi, e che ora vogliamo esporre, cia¬ 
scuna unità è 10 volte, o 100 volte, o 1000 volte 
quella della stessa specie, che è immediatamente mi¬ 
nore. Perciò cotale sistema si dice sistema metrico 
decimale. 


Misure di lunghezza. 

411. L’unità fondamentale del sistema metrico 
decimale fu presa dalla natura; si è adottato infatti 
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per unità principale di lunghezza la quarantamilione- 
sima parte del meridiano terrestre. Questa unità ha 
ricevuto il nome di metro. 

Le unità secondarie sono dei multipli e dei sotto» 
multipli del metro tali che la maggioro di due imità 
successive è decupla della minore. 

I nomi dei multipli si formano premettendo alla 
parola metro le seguenti voci, derivate dal greco, : 


• Ueca 

che significa 

dieci 

Etto 

» 

cento 

Kilo 

» 

mille 

.lliria 

» 

diecimila. 

I sottomultipli si designano premettendo alla pa- 
, metro le voci seguenti : 

Deci 

per significare 

decimo 

Centi 

» 

centesimo 

Milli 

» 

millesimo. 

I prefissi: 

deca, etto, kllo. 

miria s’indicano 


per iscritto con le sole iniziali maiuscole I>, E, K, M, 
premesse all’iniziale del nome dell’unità fondamen¬ 
tale. Così i simboli Um, Em, Km, .nm si leggono 
rispettivamente decametro, ettometro, kilómetro, mi- 
riameiro. 

Le voci deci, centi, milli s’indicano per iscritto 
con le sole iniziali minuscole premesse all’.iniziale del 
nome dell’ unità fondamentale. Cosi i simboli dm, 
cm, mm si leggono rispettivamente decùnetro, centi- 
metro, millimetro. 
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I nomi delle varie unità lineari, i simboli per rap¬ 
presentarle, e i loro valori si trovano nella seguente 
tabella : 

Miriametro = Win. = 10000 metri 
^ ® Kilometro = Km. = 1000 metri 
Ettometro = Em. = 100 metri 
Decametro = Dm. ~ 10 metri 
_ Metro = m. 

Decimetro = dm. = 0,1 di metro 

- 5 , Centimetro = cm. = 0,01 di metro 

Millimetro = mm. = 0,001 di metro. 

~ ^ Osa. Non furono dati nomi particolari 

ai multipli superiori al miriametro, nè ai sot- 
" tomultipli inferiori al millimetro. (*)« 

In pratica si sceglie sempre un’ unità 
~ * proporzionata alla lunghezza da misurare. 
Ad es., la lunghezza delle strade si esprime 

- in kilometri ; quella delle minime lunghezze 
in millimetri. 

La figura qui di contro rappresenta un 
decimetro diviso in centimetri; il primo cen¬ 
timetro è suddiviso in millimetri. 

412 . Attesa la semplicità della relazione 
che esiste tra le varie unità di lunghezza del 
® sistema metrico decimale, è facilissimo espri¬ 
mere ima data lunghezza rispetto ad xm’ unità diversa 
da quella che fu adoperata a misurarla. 

Ad es., volendo esprimere un dato numero di de¬ 
cametri in centimetri, basterà moltiplicare il numero 

(•) Recentemente al millesimo di millimetro si è dato il 
nome micron, e si è stabilito di indicarlo con la lettera greca ft. 
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dato per 1000, appunto perché un decametro equi¬ 
vale a 1000 centimetri. Perciò è, ad es., : 

Dm. 42 = ctn. 42 (XX). 

Cosi, per altro esempio, volendo ridurre un dato 
numero di decimetri in decametri, bisognerà dividere 
il numero per 100, appunto perchè un decimetro è 
una centesima parte di un decametro. Perciò, ad es., è : 
dm. 48 = Dm. 0,48. 

E in generale si può dire che le trasformazioni 
della natura di quelle dei due esempi precedenti si 
compiono col semplice trasportare convenientemente 
la virgola del numero dato. 

Avendo sott’ occhio la serie dei titoli : 

Mm, Km, Em, Dm, m, dm, cm. mm, 
basta contare quanti passi bisogna fare per andare 
dal titolo del numero dato a quello del nuovo, e tras¬ 
portare poi la virgola nel numero dato di altrettanti 
posti e nella stessa direzione. 

Misure di superficie. 

413 . Nel sistema metrico le tmità di misura delle 
superficie sono i quadrati costruiti sulle va/rie unità 
di luìighezza. I nomi di queste unità si formano ag¬ 
giungendo la parola quadralo ai nomi dei lati dei 
singoli quadrati. E i simboli, che rappresentano le 
varie unità, si ottengono scrivendo la cifra 2, a modo 
di esponente, allà destra del simbolo con cui si rap¬ 
presenta la corrispondente unità di lunghezza. Così, 
ad es., r imita di superficie, i cui lati sono lunghi un 
decimetro, si chiama decimetro quadrato, e si denota 
col simbolo dm -. 
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414. Teor. Ogni unità di superficie del sistema 
metrico decimale è composta con 100 unità delT ordine 
prossimo inferiore. 

Ulm. Consideriamo, ad es., il centimetro^ qua- 



Fì|2‘ 


r.„‘ □ 

drato, che intenderemo sia rappresentato dalla fi¬ 
gura (1). Vediamo quanti centimetri quadrati occor¬ 
rano a formare 1’ unità prossima superiore, a formare 
cioè un decimetro quadrato. 

Cominciamo intanto a mettere in fila 10 centi- 
metri quadrati, come si vede nella figura (2). Ci ri¬ 
sulta un rettangolo lungo 10 centimetri, lungo cioè 
tm decimetro ; la larghezza è soltanto di im centime- 
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tro. Ora è manifesto ohe, ponendo uno vicino all’ al¬ 
tro, come si vede nella figura (3), 10 rettangoli eguali 
a quello testé formato, si ottiene un quadrato, i cui 
lati sono lunghi un decimetro, si ottiene cioè un de¬ 
cimetro quadrato. Un decimetro quadrato equivale 
adxmque alla somma di 100 centimetri quadrati. 

Similmente vedremmo che con 100 decimetri 
quadrati si può comporre un metro quadrato; che 
con 100 metri quadrati si può comporre uu decametro 
quadrato ; ecc. Appunto come si doveva dimostrare. 

415. I nomi delle varie imità di superficie, i sim¬ 
boli per rappresentarle, e i loro valori si trovano nella 
seguente tabella : 

Miriametro quadrato = Jlm* = 100000000 di metri quadrati 
Kilometro quadrato = Km* = 1000000 di metri quadrati 
Ettometro quadrato = Em* =. 10000 metri quadrati 
Decametro quadrato = O ni * = 100 metri quadrati 

Malro quadralo = m* 

Decimetro quadrato = dm* = 0,01 di metro quadrato 
Centimetro quadrato = cm* — 0,0001 di metro quadrato 
Millilnetro quadrato = m m * = 0,000001 di metro quadrato. 

416. Avendo presente che ciascuna unità di su¬ 
perficie è 100 volte quella dell’ordine prossimo infe¬ 
riore, e quindi una centesima parte di quella dell’or¬ 
dine prossimo superiore, si potrà facilmente esprimere 
il valore di una superficie rispetto ad un’ unità difie- 
rente da quella con cui fu misurata. 

Ad es., poiché un decametro quadrato equivale 
a 10000 decimetri quadrati, egli è : 

Z)wi*37 = dwi* 370000. 

Così, per altro es., volendo trasformare im dato 
numero di centimetri quadrati in decametri quadrati, 
bisognerà dividere per 1000000, appunto perchè im 
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centimetro quadrato è una milionesima parte di un 
decametro quadrato. Perciò, ad es., è : 

cm* 874 = Z)m* 0,000874. 

E si può dire, in generale, che le trasformazioni 
della natura di quelle dei due esempi precedenti si 
compiono col semplice trasportare nel numero dato 
la virgola di due, o di quattro, o di sei posti, ecc., in 
un senso o nell’ altro secondo il caso. 

« 

Avendo sott’ occhio la serie dei titoli : 

Km*, Em*, Dm*, m*, dm*, em*, mm*, 

basta contare quanti passi occorrono per andare dal 
titolo del numero dato a quello del nuovo, e tras¬ 
portare poi la virgola nel numero dato e nella stessa 
direzione di un numero doppio di posti. 

Ii7. Il metro quadrato, il decametro quadrato, 
V ettometro quadrato, quando si adoperano nella mi¬ 
surazione dei campi, prendono rispettivamente i nomi 
di centiara, ara, ettara, e si denotano coi sim¬ 
boli ca, a, ha. Pertanto si possono scrivere le se¬ 
guenti eguaglianze: 

ea = m* ■ Dm* ha = Bm*. 


Misure dei corpi. 

418. Si chiama cubo un solido, ohe è circoscritto 
da sei quadrati eguali. (Un dado da giocare ha la 
forma del cubo ). 

Nel sistema metrico le unità di wlvme sono i culi, 
i cui spigoli S07Ì0 ^uali alle unità di lunghezza. I 
nomi delle unità di volume si formano aggiungendo 
la parola cubo al nome dei loro spigoli. E codeste 
unità si denotano scrivendo la cifra 3, a modo di 

17 
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esponente, alla destra del simbolo con cui si denota 
lo spigolo del cubo. Perciò, ad es., l’unità di volume 
i cui spigoli sono lunghi un decimetro, si chiama de¬ 
cimetro cubo, e si denota col simbolo dm®. 

419. Teor. Ogni unità di volume del sistema me- 





Fi,r 

trico decimale è composta con 1000 unità ddl'ordine 
prossimo inferiore. 

Diai. Consideriamo, ad es., il centimetro cubo, 
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che intenderemo sia rappresentato dalla figura (4). 
Vediamo quanti centimetri cubi occorrano a formare 
r unità dell’ ordine prossimo superiore, a formare cioè 
un decimetro cubo. 

Incominciamo a mettere in fila 10 centimetri cu¬ 
bi, come si vede nella figura (6). Ci risulta un solido 
lungo 10 centimetri, lungo cioè un decimetro ; però è 
largo soltanto un centimetro, e l'altezza è pure di un 
solo centimetro. 

Mettiamo ora 10 solidi eguali a quello testé for¬ 
mato, gli uni accanto degli altri, come si vede nella 
parte inferiore della figura (6). Cosi abbiamo adope¬ 
rati 100 centimetri cubi. Il solido, che ci risulta, è 
lungo un decimetro, è largo parimente un decime¬ 
tro ; ma l’altezza è di un solo centimetro. 

Ora è manifesto che, sovrapponendo al solido cosi 
formato altri 9 strati eguali, si ottiene un cubo, i cui 
spigoli sono lunghi un decimetro, che è in somma un 
decimetro cubo. Ma a formarlo abbiamo dovuto ado¬ 
perare 1000 centimetri cubi. 

Similmente vedremmo che con 1000 decimetri 
cubi si può formare un metro cubo ; che con 1000 me¬ 
tri cubi si può comporre un decametro cubo ; ecc. Ap - 
punto come si doveva dimostrare. 

480.1 multipli del metro cubo sono poco usati ; 
si adoperano ad esprimere i volumi dei corpi celesti. 
Lasciando per questo da banda i multipli, formeremo 
una tabella coi nomi delle altre unità di volume, coi 
simboli che le rappresentano, e coi loro valori. 

Metro cubo = 

Decimetro cubo = dm* = wfHesimo di metro cubo 
Centimetro cubo = em* = milionesimo » » 

Millimetro cubo = mm* =: bilionesimo > > 
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• 131 . Anche per le varie unità di volume è facile 
cambiare un dato numero esprimente im volume in 
quello che si riferisce ad altra unità di misura. Ad es., 
volendo trasformare m ® 0,7 in centimetri cubi, biso¬ 
gnerà moltiplicare due volte per 1000, ossia trasportare 
di ^ei posti la virgola verso destra. Cosi si trova essere : 
w®0,7 = cm» 700000. 

Avendo sott’ occhio la serie dei titoli : 
m*, dm“, cm*, mm*, 
basta contare quanti passi occorrono per andare dal 
titolo del numero dato a quello del nuovo, e traspor¬ 
tare poi la virgola nel numero dato, e nella stessa di¬ 
reziono, di un numero triplo di posti. 

423. Osa. 1 volumi minori di un millimetro cubo 
si sogliono esprimere in frazioni decimali di millimetro 
cubo. Così si dirà, ad es., che un corpo ha un volume di 
72 centesimi di millimetro cubo, e si scriverà mm^0,72. 

•i33. Per misurare la legna da ardere si adopera 
comunemente per unità il metro cubo, che prende in 
tal caso il nome di stero. Dello stero non si considera 
che un multiplo, il decastero, che vale 10 steri ( e che 
non si confonderà col decametro cubo, che contiene 
1000 steri ). Lo stero si indica con la lettera s. 

424 . Per misurare i liquidi e le granaglie si è 
presa per unità principale il decimetro cubo, che 
prende in tal caso il nomo di litro. H litro ha due mul¬ 
tipli decimali, il decàlitro e l’ ettolitro., che valgono 
rispettivamente 10 litri e 100 litri; ed ha due sotto- 
multipli decimali, il decilitro e il centilitro, che val¬ 
gono rispettivamente ed di litro. (*). 

(^) Protraendo la Berie^ si otterrobb© il kUolitvo da una 
banda e il mUimiro dall’altra. Il primo, perchè corrispondente 
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Supponendo che la figura (4) rappresenti un de¬ 
cimetro cubo, ossa ha la capacita di un litro. In tale 
ipotesi la figura (5) ha la capacità di un decalitro, e 
lo strato inferiore della figura (6) ha la capacità di un 
ettolitro. 

Per converso, supponendo che la figura (6) rap¬ 
presenti un decimetro cubo e quindi un litro, lo strato 
inferiore ha la capacità di un decilitro, ^ in tal caso 
la figura (6) ha la capacità di un centilitro. 

In pratica alle varie misure di capacità si danno 
forme diverse e si fanno di diverse materie, secondo 
1’ uso a cui devono servire. 

Segue la tabella dei nomi delle misure di capacita, 
dei simboli per rappresentarle e dei loro valori. 
Ettolitro ~ hi. = 100 litri 
Decalitro = dal. = 10 litri 
Liltro = 1. 

Decilitro = di. = 0,1 di litro 
Centilitro = cl. = 0,01 di litro. 

Misure di peso- 

435. L’ unità principale di peso si chiama gram¬ 
mo. n grammo è il peso, nel vuoto, di un centimetro 
cuho d’acqua distillata, alla temperatura di 4 gradi 
centigradi. ( A questa temperatura T acqua raggiunge 
la sua massima densità ). 

I nomi dei multipli e sottomultipli del grammo, 

a 1000 litri, cioè a 1000 decimetri cubi, sarebbe il metro cubo ; 
l’altro, essendo un viilionenimo di metro cubo, non sarebbe 
altro che il centimetro cubo. Però le denominazioni kilolitro 
e millilitro non sono usate. 





— 262 — 

i simboli per rappresentarli e i loro valori sono notati 
nella tabella seguente. 


1000 grammi 
100 grammi 
10 grammi 

0,1 di grammo 
0,01 di grammo 
0,001 di grammo. 


Kilogrammo = Ker. rz: 

Ettogrammo = Ee. = 

Decagrammo = Dff. = 

, Grammo = g. 

Decigrammo = dg. = 

Centigrammo = cgr. = 

Milligrammo =: mer* = 
las. Osa. Poiché il centimetro cubo ( volume di 
un grammo d’acqua, ecc. ) è composto di 1000 milli¬ 
metri cubi, si può dire che il milligrammo è il peso 
di un millimetro cubo d’acqua, ecc. 

n kilogrammo è l’unità più usata nel commercio 
minuto. Poiché 1000 centimetri cubi formano un de¬ 
cimetro cubo, ossia un litro, si può dire che un kilo¬ 
grammo é il peso di un litro d’acqua, ecc. 

Per esprimere pesi molto grandi, quali il carico 
di una nave, di un vagone di ferrovia, eco., si ado¬ 
pera il quintale, che é U peso di 100 kilogrammi; e 
spesso anche la tonnellata, che equivale a 10 quintali, 
epperò a 1000 kilogrammi. Il quintale si rappresenta 
con la lettera q, e la tonnellata con la lettera t. 

Poiché r ettolitro é la capacità di 100 litri, im quin¬ 
tale é il poso d’un ettolitro d’acqua, ecc. E poiché un 
metro cubo è composto di 1000 decimetri cubi, un me¬ 
tro cubo d’acqua, ecc., pesa 1000 kilogrammi, ossia ima 
tonnellata. 

Monete. 

ISTf. L’unità monetaria é la lira, che é un pezzo 
d’ argento, il quale pesa 6 grammi. Di questi, soltanto 
g. 4,5 sono argento puro ; il rimanente é rame, che 
serve a dare maggiore resistenza alla moneta. 
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I multipli della lira non hanno ricevuto nomi 
particolari. La centesima parte della lira ai dice cen¬ 
tesimo. 

H valore legale della moneta d’ oro è Ì5 volte 
e -j- quello della moneta d’ argento dello stesso peso. 

Tavole di ragguaglio. 

488. Si presenta frequentemente il caso di dover 
tradurre misure antiche in misure metriche. A tal 
fine si ricorre alle tavole di ragguaglio, dove si tro¬ 
vano i valori delle varie unità, delle misure antiche 
espressi mediante le nuove misure. 

Ad esempio, volendo esprimere in metri la lun¬ 
ghezza di 6 tese, 2 piedi, 3 pollici, 11 linee (*), si 
ricorre alle tavole di ragguaglio, dove si trova che : 

1 tesa equivale a m. 1,94904 
1 piede » 0,32484 

1 pollice » ra. 0,02707 

1 linea » 0,00225. 

Così moltiplicando il valore della tesa per 6, 
quello del piede per 2, quello del pollice per 3, quello 
della linea per 11, e sommando i risultati, si otterrà 
la lunghezza data espressa in metri. 

Osa* Si sarebbe potuto convertire il dato numero 
complesso in frazione dell’ unità principale, e molti¬ 
plicare per la frazione risultante il valore di questa 
unità dato dalla tavola di ragguaglio. 

(*) La tesa è un’antica misura lineare di Francia. La 
tesa era suddivisa in 6 piedi, un piede in 12 pollici, il pollice 
In 12 linee, e la linea in 12 punti. 







CAPITOLO XVI 


RAPPORTO, PROPORZIONE, 
PROPORZIONALITÀ 


I 

KAPPORTO. 

489. Siano A e B due grandezze omogenee. 
Supponiamo che, dividendo la A in un certo numero 
di parti eguali, e dividendo la B in un altro numero 
di parti eguali, le parti delle due grandezze siano 
tutte uguali tra loro. Posto che sia m il numero delle 
parti della ed n quello delle parti della B, si espri¬ 
merà la indicata relazione tra le grandezze A e B 
dicendo che un emmesimo della A è uguale ad tin 
ennesimo della B. E si rappresenterà codesta relazione 
scrivendo : 



È ma nif esto che la relazione stessa tra le gran¬ 
dezze A G B si può accennare dicendo che la gran¬ 
dezza A è uguale ad m ennesimi della B (*), o che la B 
è uguale ad n emmesimi della A, e quindi scrivendo : 

A = B, oppure B = — A. 

430. È facile riconoscere che, se una parte ali¬ 
quota di una grandezza A è uguale ad una parte ali¬ 
quota di un’ altra grandezza B, ci sono altre parti 
aliquote delle due grandezze che sono eguali tra loro. 

{*) S’intende dire che la grandezza A è ugnale alla som¬ 
ma (all'aggregato) di m ennesimi della B. 
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Infatti supposto, ad es., che un emmesimo della 
A sia eguale ad un ennesimo della JS, se dividiamo 
questo due parti aliquote in uno stesso numero qua¬ 
lunque p di parti eguali, otteniamo due parti aliquote 
delle due grandezze A e B, che sono esse pure uguali 
tra loro. In altre parole, se è : 



ep dinota un intero qualunque, è anche: 



mp np 


431. Teor. Se due grandezze omogenee hanno partì 
aliquote uguali, il quoziente dei due interi, che indicano 
in quante parti si possono dividere le due grandezze per 
ottenere parti aliquote uguali, è costante. (*). 

Dlm. Siano A e B due grandezze omogenee, e sia : 

— A = — 5 ed — J = — B. 

. m n p q 

Dico essere : 

m : n = p : q. 

Infatti dalle due precedenti eguaglianze ai dedu¬ 
cono le due : 


— A = — B ed — A = — B, 
mp np mp mq 

dalle quali si conchiude essere : 


0 quindi ; 



1 

mq 


B, 


mq — np. 


. (*} Con qnest’altima parola s’intende dire che, se si cam¬ 
biano i numeri [-tSO], non muta però il loro quoziente. 
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Infine, dividendo i due prodotti eguali per nq 
si trova che è [282, 281] : ’ 

m : n = p : q, c. d. d. 

432. »er. Se due grandezze mnogenee hanno parti 
aliquote uguali, la frazione i mi termini esprimmio come 
upa delle grandezze sia mìdtipla di una parte aliquota 
delF altra si dice rapporto della prima grandezza alla 
seconda. 

Es. Le grandezze omogenee Ae B siano tali che, 
ad es., y della A sia eguale ad della B. In tal caso 
si può diro che la grandezza è la somma di 7 do- 
dicesimi della B. La frazione -jy si dice rappoi'to 
della A alla B. 

Se anche [430] della A è uguale ad della 
B, anche [432] la frazione è il rapporto della .4 
alla B. Sappiamo [431] essere però: 

m _ 7 

~ ~ ~W 

133. Può darsi che una parte aliquota di ima. 
grandezza A sia eguale ad un’ altra grandezza B. Sup¬ 
poniamo che sia della A eguale alla B. In tal caso, 
considerando la B come parto aliquota di se stessa, il 
rapporto della A alla B sarebbe la frazione , cioè 
r intero m. 

In questo caso, se della A è uguale ad — della 
B, l’intero p è multiplo di q, perchè dev’essere [431] : 
p : q z= m : 1. 

434. Per trovare il rapporto tra due grandezze 
date, bisogna, secondo la definizione [432], trovare 
due parti aliquote delle due grandezze che siano eguali 
tra loro. 

In pratica invece si divide una delle due gran¬ 
dezze in parti eguali talmente che una delle parti sia 
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tanto piccola, che una sua porzione sia trascurabile. 
Poi si misura l’altra grandezza con una delle parti 
aliquote, trascurando il resto, se ad un resto- si per¬ 
viene. 

Cosi, ad es., volendo il rapporto di un segmento 
al metro, se una parte di millimetro sia trascurabile, 
si cerca quanti millimetri sono contenuti nel segmento. 
Se ne son contenuti 71, il rapporto è • 

Si può dire che il rapporto tra due grandezze 
esprime la legge secondo cui una delle grandezze si 
può dedurre dall’altra. Quando il rapporto sia stato 
trovato operando come si è ora accennato, allora da 
una delle grandezze si può soltanto ricavarne una 
che sia poco differente dall’ altra. 

435. Teor. Il quoziente dei rapporti di due gran¬ 
dezze ad una terza loro omogenea qualunque è il rap¬ 
porto della prima grandezza alla seconda. 

Dlm. Siano A, lì, C tre grandezze omogenee qua¬ 
lunque. Dico che, dividendo il rapporto della -4. alla C 
per il rapporto della B alla G, si ottiene il rapporto 
della grandezza A alla B. 

Sia il rapporto della A alla C, e quello della 
B alla C. Egli è adunque [432]: 

- - A = — C ed J- B = —C, 
m n p q 


epperò anche : 



mq nq 


ed 



np 



Dalle due ultime uguaglianze si conchiude che è : 
1 , 1 


mq 


A = 


np 


B, 


epperò che il rapporto della A alla fi è la firazione . 
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CJosi, essendo: 

_ tn q ^ , P 

np n p n ' ~g^' 

il teorema è dimostrato. 

43«. o«s. Dividendo il rapporto della B ad una 
^ndezza C per quello della A alla C, risulta un nu¬ 
mero che è r inverso [276J di quello, che si otterrebbe 
dividendo il rapporto della A alla C per il rapporto 
della B alla C. Perciò il rapporto di A a, B e quello 
di il ad .4 si dicono inversi, l’uno dell’altro. 

437. Il quoziente della divisione di un numero a 
per un’ altro b si dice anche rapporto di a ai. 


PROPORZIONE 

Definizioni. 

438. Vef. Quattro grandezze si dicono in projjor- 
zione (neU’ ordnie in cui sono date), se il rapjmto della 
irrima alla seconda è uguale al rapporto della terza alla 
quarta. 

Osa. Una prima condizione, perchè quattro gran¬ 
dezze possano essere in proporzione, è questa, che la 
prima e la seconda siano omogenee, e cosi la terza e 
la quarta; chè infatti due grandezze eterogenee non 
hanno rapporto tra di loro. Ma la specie delle due 
ultime può essere diversa da quella delle due prime. 

439. I>er. Quattro numeri si dicono in jnopor- 
zione ( neU ordine in cui sono dati ), se il rapporto 
( quoziente) dei primo al secondo è uguale al. rapporto 
del terzo al quarto. 

Per sigmficare che quattro numeri a, b, c, d 
sono in proporzione, si scrive : 

a ; b = c. : d 


i 
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ma bene spesso, quantunque i termini dei quozienti 
possano essere frazionari, si scrive nel modo che segue : 

a _ e 

Invece di leggere ; 

a diviso b eguale a c diviso d. 
si suol diro: 

a sta a h come e sta a d. 

I numeri a, b. c, d si chiamano i termini della 
proporzione ; (a : b ) è il primo rapporto, ( c ; d ) il 
secondo rapporto; a e c si dicono gli antecedenti b e 
d i conseguenti ; a e d gli estremi, b e c i medi. 

Si accenna che quattro numeri a, b, «, d for¬ 
mano la proporzione : 

a : b = c : d 

anche dicendo che a e c sono 'proporzionali ai numeri 
b e d; od anche talvolta dicendo che i numeri a e 
d sono inversamente proporzionali ai numeri b e c. 

Teoremi sulle proporzioni. 

440. Teor. Se quattro gi-andezze A, B, C, D sono 
in proporzione, e i numeri a e b sono i rapporti delle due 
prime ad un’ altra gi andezza loro omogenea qualunque, e 
c e d sono i rapporti delle C e H ad una grandezza loro 
omogenea qualunque, anche i quattro numeri a, b, c, d 
sono in proporzione. Reciprocaìnente, se i qiattro numeri 
a, b, c, d sono in proporzione, anche le quattro grandezze 
A, B, C, D sono in proporzione. 

Uim. Infatti, il quoziente è uguale [435] al 
rapporto della grandezza A alla B, ed il quoziente -j- 
è uguale al rapporto della C alla D. Quindi, se sono 
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eguali i rapporti, sono eguali anche i quozienti, ep- 
però [439] i numeri a, b, c, d sono in proporziono. 

Reciprocamente, se i quozienti -f- e sono egua¬ 
li, anche [435J il rapporto della grandezza A alla B è 
uguale al rapporto della C alla B, opperò [438J le 
quattro grandezze A, B, C, D sono in proporzione. 

Oss. D’ ora in poi, quando parleremo di propor¬ 
zione, intenderemo sempre di proporzione tra numeri. 

441. Teor. In una proporzione il jyrodotto dei medi 
è uguale al prodotto degli estremi. 

llljn. Prendiamo, ad es., la proporzione : 

[a : b = c : d, 

dove con le lettere a, b, c, d si intende di significare 
numeri qualunque, che possono essere interi o frazio¬ 
nari. Si tratta di provare che il prodotto degli estremi 
e uguale al prodotto dei medi. 

Indichiamo a tal fine con la lettera q quel numero, 
che si otterrebbe dividendo il primo termine per il se¬ 
condo. La stessa lettera q indica allora anche il quo¬ 
ziente della divisione del terzo termine per il quarto. 

Poiché, in una divisione, il dividendo è uguale al 
prodotto del divisore per il quoziente (completo), pos¬ 
siamo scrivere: 

a = b . q, c = d ■ q. 

Sostituendo nella proporzione data in luogo del primo 
termine e del terzo le espressioni precedenti, la pro¬ 
porzione prende l’aspetto che segue: 

{b ■ q) : b = {d • q) : d. 

Ed ora è manifesto che il prodotto degli estremi è 
uguale a quello dei medi, perchè ambidue i prodotti 
sono composti coi medesimi tre fattori b, d e q. 

Cosi resta provato che ecc. 
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I ta. Teor. Se il prodotto del primo e dd quarto di 
quattro numeri dati è uguale al iirodotto degli altri dia-, i 
quattro numeri, j/resi nelV ordine m cui sono dati, for¬ 
mano una poporzione. 

nim. Supponiamo che i quattro numeri a, b, c, d 
siano tali che il prodotto del primo e del quarto sia 
eguale al prodotto degli altri due. Sia cioè : * 

(a • d) — {b ■ c). 

Si vuol provare che i quattro numeri, presi nell’ or¬ 
dine in cui sono dati, formano una proporzione. 

, Intanto è manifesto che, se dividiamo i due pro¬ 
dotti dati, ambidue per il prodotto (b d), si otten¬ 
gono quozienti eguali. Abbiamo dunque : 

{a . d) \ {h ■ d) = (è . c) : (6 • d). 
Sappiamo [284J che, se si dividono il dividendo e il 
divisore per uno stesso numero, il quoziente non muta. 
Cosi, dividendo i due termini del primo quoziente 
per d, e i due termini del secondo per b, otteniamo 
[281] : a : b = c : d, 

che è appunto la proporziono, che si d. d. 

443. Ons. In base al penultimo teorema possiamo 
dire che, se, facendo il prodotto degli estremi di una 
proporzione e quello dei medi, non si trovano risultati 
eguali, la proporzione non è esatta. E infatti in ogni 
proj)orzione esatta i due prodotti sono eguali tra loro. 

Se poi i prodotti riescono eguali, tanto basta per 
poter conchiudere che la proporzione è esatta, giac¬ 
ché si è provato ultimamente, che, se quattro numeri 
sono tali che il prodotto del primo e del quarto sia 
eguale al prodotto degli altri due, i quattro nume¬ 
ri, presi nell’ordine in cui sono dati, formano una 
proporzione. 

In altre parole: 
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PtiTchè una proporzione sia esatta è necessario e 
sufficiente die il prodotto degli estremi sia eguale a 
quello dei medi. 

144. Teor. Se quattro numeri, presi neW ordine 
in cui sono dati, formano una proporzione, formano una 
proporzione ancJie se ciascun antecedente si scambia di 
jmto col suo conseguente, ed anche se si scambiano tra 
loro di posto i medi, oppure gli estremi. 

Dim. Sia la proporzione: 

a : b = c : d. 

Sappiamo essere [442J : < 

a • d = b • c 
Anche nelle proporzioni : 

b : a — d : c 
od a : c = b : d 

il prodotto dei medi è dunque uguale a quello degli 
estremi, epperò [443J esse sono esatte, c. d. d. 

Osi». La penultima proporzione si dice ricavata 
dalla precedente invertendo, e l’ultima col permutare 
i medi ( permutando ). 

Da ima proporzione, col permutare e coll’ inverti¬ 
re replicatamente, se ne possono ricavare altre sette. 
(Delle otto proporzioni due cominciano col primo ter¬ 
mine della data, due col secondo, due col terzo, e due 
col quarto ). 

445. Teor. In xma p-oporzione si possono molti¬ 
plicare 0 dividere un medio ed un estremo pm- uno stesso 
numero qualunque. 

Dim. Sia la proporziono : 

a : b = c : d. 

Dico, ad es., che anche : 

0 »j : b = cm : d. 
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dove m rappresenta un numero qualunque, intero o 
frazionario. 

Infatti dalla proporzione data si conchiude che è : 
ad — he 


e per conseguenza è anche: 

adm = hcm. 


Quest’ eguaglianza prova l’esattezza della . seconda 
proporzione. 

E perchè dividere per un numero equivale a mol¬ 
tiplicare per il suo inverso, possiamo ritenere provata 
anche la seconda parte del teorema. 

Pertanto, ad es., avendo la proporzione : 



X : 


7 


F’ 


si può sopprimere nei conseguenti il divisore 3, per¬ 
chè ciò equivale a moltiplicarli per 3. E poi si può 
dividere per 10 i due primi termini. Così dalla pro¬ 
porzione data si deduce l’altra più semplice : 

2 : 6 = a: : 7. 


440. Te or. In una proportione ciascun estremo 
è uffuale al prodotto dei medi diviso per V altro estre¬ 
mo; e ciascun medio è uguale al prodotto degli estremi 
diviso per V altro medio. 

Dim. Sia la proporzione : 

a : b = c : d. 

Sappiamo che il prodotto degli estremi è uguale a 
quello dei medi. È dunque : 

a • d =. h • c. 

Dividendo questi due prodotti eguali ordinatamente 

18 
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per ciascuno dei termini della proporzione, si otten* 
gono le uguaglianze seguenti : 

d = {h • c) •. a 
(a ’ d) : b = c 
, {a • d) : c = b 

a '= (b • c) : d, 

le quali provano la verità del teorema. 

-§47. In base all’ ultimo teorema si può trovare 
un termine incognito di una proporzione, quando siano 
noti gli altri tre. 

Cosi, ad es., dalla proporzione : 

8 : aj = : 9 

o 

si ricava: 

a: = (8 . 9) : = 120. 

448. Il teorema : in una proporzione il prodotto 
dei medi è uguale al prodotto degli estremi, per il 
caso che la proporzione sia continua, per il caso cioè 
che i medi siano eguali, come nella seguente : 

a : m = m : b, 

diventa: in iota proporzione continua U quadrato del 
termine medio è uguale al prodotto degli estremi. 

Per conseguenza: in una proporzione continua il 
termine medio è uguale atta radice quadrata del prodotto 
degli estremi. 

419. Teor. Se quattro numeri sono in proporzio¬ 
ne, anche la .somma del primo e del secondo sta al se¬ 
condo, cotne la .somma del terzo e del quarto sta al 
quarto. 
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Dim. Sia la proporzione : 

a : b = c : d. 

Dico che anche: 

(a b) : b — (c d) : d. 

Infatti perchè, dovendo dividere una somma per 
un numero, si può [279] invece dividere de singole 
parti della somma per il divisore e sommare i quo¬ 
zienti, i due rapporti della seconda proporzione sono 
rispettivamente uguali alle somme : 

(a : ò) -f- 1 e ( c : d ) -f- 1, 
e queste, avuto riguardo alla proporzione data, si ri¬ 
conoscono essere ugnali. Per conseguenza la seconda 
proporzione è esatta, c. d. d. 

Oms. La seconda delle due proporzioni si dice 
ricavata dalla prima: componendo. 

“ISO. Teor. 8e più rappoiH sono eguali tra loro, 
la somma degli antecedenti sta alla somma dei conse¬ 
guenti., come uno degli antecedenti sta al suo con¬ 
seguente. 

Dlm. Consideriamo la serie di rapporti eguali : 
a : b = c d — e •. f = h k, 
dove con le lettere a, 6, c ... si intende di rappresen¬ 
tare numeri qualunque, che possono essere interi o 
frazionari. 

Dalla proporzione formata dai due primi rapporti, 
permutando, si ottiene : 

a : c := b : d, 

e da questa, componendo, risulta la proporzione : 

{a c) c = (b d) : d, 
dalla quale, permutando, si ha : 

(a -f c) : (ò -j- d) = c : d. 
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Cosi, per il caso che i rapporti eguali siano due sol¬ 
tanto, il nostro teorema è dimostrato. Ma facilmente 

10 si estende ad im numero qualunque di rapporti. In¬ 
fatti, ponendo nell’ultima proporzione in luogo del 
secondo rapporto il terzo dei rapporti dati, e appli¬ 
cando alla proporzione : 

(a -f c) ; (6 -f d) = e : f 

11 teorema in questione ( che per il caso in cui i rap¬ 
porti sono due è stato dimostrato ), si ottiene ; 

{a -{• c -{- e) : {b d f) = e : f. 
Ormai è manifesto come si seguiterebbe, finché fos¬ 
sero tutti considerati i dati rapporti; epperò il teorema 
è dimostrato. 

451. Teor. Moltiplicaìtdo tra loro ordinatamente i 
termini di più proporzioni date, ei ottengono quattro pro¬ 
dotti che formano anch’essi una proporzione. 
nini. Siano le due proporzioni: 

a : b = c : d 
m : n = p : q, 

nelle quali le lettere rappresentano numeri qualun¬ 
que, interi o frazionari. 

Dalle due proporzioni ricaviamo [441] intanto le 
uguaglianze : 

a . d = b - c m • q = n • p. 

Per conseguenza egli è: 

a ’ d ' m • q = b - c - n • p 

e quindi anche [267, 1®] : 

(a • m) (d ■ q) — (b • n)(c • p). 

Ma poiché i quattro prodotti : 

(a - Mi) (J • n) (c - p) (d • q) 
sono tali che il prodotto del primo e del quarto é 




sono 
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uguale al prodotto del secondo e del terzo, essi 
in propor 2 done [442]. Egli è adunque: 

(a • m) : (6 • n) = (c ■ p) : (d ■ q). 

Cosi il teorema è dimostrato per il caso thè 'due sole 
siano le proporzioni date. Ma è chiaro che, applican¬ 
dolo così ristretto alle due prime, poi alla proporzione 
da esse ricavata ed alla terza, e cosi via, sr conchiude 
in fine che esso vale per un numero qualunque di 
proporzioni. 


PROPOR 7. lONALITA 

Preliminari. 

443. Spesso nelle questioni, che si trattano con 
l’aiuto dell’ Aritmetica, si devono considerare ad un 
tempo parecchie grandezze omogenee. In tal caso 
giova talvolta, per semplicità di discorso, riguardare 
codeste grandezze come stuti di una stessa grundezza 
variabile. 

Cosi, ad es. dovendo considerare i pesi a, b, c ... 
di parecchie partite d’una merce, si considerano co- 
desti pesi come stati della grandezza indeterminata 
peso, la quale ha mutato, passando dal valore o, che 
aveva in un caso, al valore b, ecc. Similmente i prezzi 
delle singole partite di quella merce si considerano 
come stati assunti dalla grandezza variabile 

453. Generalmente, al mutare di una grandezza 
variabile, devono mutare una o più altre grandezze. 

Ad es., al variare del peso di ima merce muta il 
suo prezzo. 

Al variare del raggio di un circolo, mutano la 
lunghezza e la superficie del circolo. 

454. Due grandezze variabili si dicono dipend^titi, 
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1’ una dall’ altra, se al variare di ima di esse deve va¬ 
riare anche l’altra. 

Gli stati, che possono assumere due grandezze va¬ 
riabili dipendenti, si possono adunque pensare come 
accoppiati a due a due, dacché ad ogni stato dell’ una 
corrisponde uno stato determinato dell’ altra. 

4IS5. Molto spesso una grandezza variabile di¬ 
pende da parecchie altre ad im tempo, e non da una 
soltanto. Ad es., il prezzo d’una pezza di stoffa non. 
dipende solo dalla lunghezza, ma ben anche dalla 
larghezza, dalla qualità, dalla maggiore o minore ri¬ 
cerca (moda, stagione). Cosi il peso di un filo me¬ 
tallico dipende dalla lunghezza, dalla grossezza, dalla 
qualità del metallo di cui è formato. 

Accsuie sovente che muti una soltanto delle cir¬ 
costanze che hanno influsso sopra una grandezza che 
dipende da parecchie. In tal caso, quando si doman¬ 
da, ad es., di quanto muti la prima grandezza per un 
dato cambiamento della seconda, o vien dichiarato, o 
si ammette tacitamente che tutte le altre circostanze 
rimangano invariate. Cosi, se vien proposto il pro¬ 
blema: Venti metri d'un certo filo pesano 80 grammi ; 
quanto pesano 35 metri del filo stesso? In questo caso 
con la parola stesso vien fatto intendere che la gros¬ 
sezza, la qualità rimangono immutate. 

Invece, se vien proposto il problema : Alcuni ope¬ 
rai in 3 giorni hanno scavato im fosso lungo 60 me¬ 
tri; quanti metri ne scaveranno in 17 giorni? In questo 
caso è sottinteso che restano invariate una folla d’altre 
circostanze lo quali possono aver influsso sulla durata 
del tempo ; cosi si sottintende che non mutano il nu¬ 
mero degli operai, il numero delle ore giornaliere di 
lavoro, la larghezza del fosso, eco. 
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Talvolta al variare d’una grandezza un' altra deve 
variare necessariamente ; in altri oasi invece la seconda 
grandezza mnta per una convenzione, che si può vio¬ 
lare. Ad es., se il raggio d’ un cerchio aumenta, cresce 
necessariamente la superfìcie del cerchio. Invece un 
negoziante, che ha venduto 30 kilogp*ammi d’ una sua 
merce per 100 lire, può, se viiole, dame poi 36 kilo- 
grammi per il medesiino prezzo. 

Leggi, le quali indicano come vari una grandezza 
al variare di un’altra da cui dipende, ce ne sono 
molte, differenti tra loro. Intanto al crescere d’una 
grandezza, quell’ altra aumenta oppure diminuisce (*) ; 
ciascuno di questi duo casi può presentare notevoli 
differenze. Ad es., al crescere del peso d’una merco, 
aumenta anche il prezzo, ma non sempre in uno stesso 
modo. Infatti, se un grammo d’un metallo prezioso 
costa 6 lire, 2 grammi costano 10 lire; laddove, se 
una pietra preziosa del peso d'un grammo costa 6 
lire, una pietra della stessa qualità, che pesi 2 grammi, 
può costare 16 o 20 lire. 

È manifesto che, dovendo risolvere una data que¬ 
stione in cui si considerano due grandezze variabili 
dipendenti l’una dall’altra, è necessario conoscere la 
legge secondo la quale una delle grandezze varia al 
variare dell’altra. 

Fra le molte leggi noi ci restringiamo a conside¬ 
rarne due delle piu semplici, perchè sono quelle che 
si presentano in pratica molto più frequentemente 
d' ogni altra. 

(*) Può anche darsi chè, pur seguitando ad aumentare 
una delle gi-andezze, l’altra ad un certo punto cessi di au¬ 
mentare, e diminuisca Si possono dare altri casi ancora, che 
tacciamo, perchè non intendiamo di occuparcene. 
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Proporzionalità (diretta). 

450. «ef. Due grandezze variabili dipendenti si 
dicono proporzionali tra loro, se due stati qualunque 
dell’una sono proporzio^iali agli stati corrispondenti 
deU’'altra. 

457. Non ispetta all’ Aritmetica di dimostrare 
( posto che abbia luogo ) la proporzionalità tra due 
grandezze variabili, ma alla scienza che tratta parti¬ 
colarmente di quelle tali grandezze. Però, perchè si 
danno grandezze variabili dipendenti che non appar¬ 
tengono a nessuna scienza, giova conoscere il seguente 
teorema, mediante il quale si può spesso decidere 
se due grandezze variabili sono o no proporzionali 
tra loro. 

468. Teor. Se due grandezze variabili dipendono 
l una dall’altra talmente che, se una di esse, partendo 

da uno stato qualunque, diventa doppia, tripla ., 

anche II altra deve diventare rispettivamente doppia, 
tripla ... ,le due grandezze variabili sono propoì-zionali 
tra loro. 

Dlm. Chiamiamo X ed Y due grandezze varia¬ 
bili dipendenti l’una dall’altra talmente che, se ima 
di esse, partendo da uno stato qualunque, diventa 
doppia, tripla...., anche l’altra deve diventare rispet¬ 
tivamente doppia, tripla.... Si vuol dimostrare che 
le due grandezze variabili X, Y sono proporzionali 
tra loro, cioè [46()j che, se X, ed sono due stati 
qualunque della X, ed 1,, I", sono gli stati corri¬ 
spondenti della Y, ha luogo la proporzione ; 

X, : X, = r, : y,. 

Supponiamo che il rapporto di X, ad X, sia la 
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fraizione —. Ciò significa che X , è uguale ad m vol¬ 
tedii,. 

Dinotiamo con X^ V etinesitna parte di ^ con 
Fj lo stato della grandezza variabile Y che è il corri¬ 
spondente di X 3 . 



X* ^3 


F, . Fs 

Ora, essendo 

Xj = n volte X 3 , 

per l’ipotesi è 

Fj = m volte F 3 , 

epperò è 

-LàiT,= Y,. (1) 

Cosij essendo 

X, = m volte X 3 , 

per l’ipotesi è 

= m volte F 3 . ( 2 ) 


Dalle uguaglianze (2) ed (1) si conchiude che è: 


Fj = w voltedi Fj, 

donde segue che il rapporto di F , ad Fj è espresso 
dalla frazione • 

Cosi resta dimostrato che, se ecc. 

Es. In grazia del precedente teorema si può di¬ 
re, ad es., che il prezzo delle merci che si vendono a 
peso (*) è proporzionale al peso. Infatti, convenuto il 
prezzo unitario, per un peso doppio, triplo... d’un altro 
bisogna pagare rispettivamente il doppio, il triplo... 

459. Ueeola del tre diretta. Quando due gran¬ 
dezze variabili sono proporzionali tra loro, due stati 
qualunque dell’ una e i corrispondenti dell’ altra for¬ 
mano una proporzione [466] ; e quindi formano una 

Escluse quelle il cui prezzo dipende ancLe dalla gran¬ 
dezza. 
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proporzione anche i valori di codesti quattro stati 
[440]. Per conseguenza, quando siano noti tre di questi 
valori, si può [446] calcolare il quarto. Cosi fiitto cal¬ 
colo si dice regola del tre (diretta). 

Es. Probi. Se metri 48,50 (T una certa staffa fu- 
ronq^ acquistati con lire 157,45, 

quanto costeranno metri 62,32 Metri Lire 

della stoffa stessa ? 48,50 157,45 

RI.<tol. Poiché il prezzo 62,32 x 

della stoffa è proporzionale 
[458] alla lunghezza, ha luogo la proporzione; 

48,50 : 62,32 = 157,45 : x, 
da cui si ha [446] : 

X ■= (62,32 . 157,45) : 48,50 = 202,32. 

460. Metodo di riduzione all' nnltà. H cal¬ 
colo dell’ incognita in una regola del tre consiste in 
una moltiplicazione ed una divisione, e per conoscere 
quali operazioni si devono fare coi numeri dati non 
è necessario sapere la teoria delle proporzioni ; ma è 
spesso sufficiente guida il buon senso. Ad es., nel 
precedente problema si presenta subito l’idea di cer¬ 
care intanto il prezzo d’un metro di stoffa (e questo si 
trova dividendo il prezzo noto per la relativa lunghez¬ 
za), perché poi moltiplicando il risultato per la nuova 
lunghezza, si ottiene il prezzo domandato. 

Osa. Fra le coppie di stati corrispondenti di due 
grandezze proporzionali, sono notevoli quelle due in 
cui uno degli stati é T unità di misura. Quando si se¬ 
gue il metodo di riduzione all’ unità, si passa dall' una 
all’ altra di quelle coppie di valori di stati corrispon¬ 
denti, di cui tratta la regola del tre, tirando in campo 
una delle due coppie singolari sopra accennate. 
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Proporzionalità inversa. 

I<H. l»er Ihu‘ grandezze variaUli si dicono in- 
'oeisamente prcgmrzionali ira loro, se dipendono T tma 
dall’ altra talmente che due stati qualunque dell’ una 
sono inversamente proporzimuili agli stati ccrrìifqxmdenti 
dell’ altra. 

463 . Non tocca all’Aritmetica di dimostrare che 
due date grandezze variabili dipendenti sono inversa¬ 
mente proporzionali tra loro ( supposto che siano tali ), 
ma alla scienza che tratta in particolare di quelle 
grandezze. Per grandezze, che non siano oggetto di 
studio di nessuna scienza, giova conoscere il seguente 
teorema, mediante il quale si può spesso decidere se 
due date grandezze variabili dipendenti sono o no 
inversamente proporzionali tra loro. 

463 . Teor. Se dite grandezze variabili dipendano 
V una daU’altra talmente che, se una di esse, partendo 
da uno stato qualunque, diventa doppia, tripla . . . ; , 
T altra deve diventare rispettivatnente una metà, un 
terzo ... di quanto era, le due grandezze sono inversa¬ 
mente proporzionali tra loro. 

Dlm. Le due grandezze variabili X, Y dipendano 
l’una dall’altra cosi che, se una di esse, partendo 
da uno stato qualunque, diventa doppia, tripla..., l’al¬ 
tra deve diventare rispettivamente una metà, un terzo... 
Si vuol dimostrare che le due grandezze X, Y sono 
inversamente proporzionali tra loro, cioè [416] che, se 
Xy, Xo sono due stati qualunque della X ed T, , Y^ 
sono gli stati corrispondenti della Y, ha luogo la pro¬ 
porzione : 

, A I : X 2 = r* : I 1. 
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Suppooiamo che il rapporto della grandezza Zj 
ad Xg sia la frazione . Ciò significa che la Z, è 
uguale ad m volte di Zj. 


Dinotiamo con Zj l ’ennesimo di Zj e con Fj lo 
stato della grandezza variabile Y che è il corrispon¬ 
dente di Zj . 



Zg 

^3 




1^3- 


Ora, essendo 

z, = 

n volte Zj, 


per l’ipotesi è 

r, = 

-di ^3- 

(1) 

Cosi, essendo 

z. = 

m volte Zj, 


per r ipotesi è 

= 

^di Fj, 


epperò è m volte 

Yi = 

5^3- 

(2) 


Dalle uguaglianze (1) e (2) si conchiude che è: 
F» = di m volte F,. 

E perchè, per ottenere un ennesimo della somma di 
quante si vogliano grandezze, basta prendere un en¬ 
nesimo di ciascima delle parti, dall’ ultima relazione 
conchiudiamo che è: 

F,' = m volte di F,, 

donde segue che il rapporto di F, ad F, è espresso 
dalla frazione . 

Cosi abbiamo provato che, se ecc. 

Es. D tempo necessario a compiere un edificio è 
inversamente proporzionale al numero degli operai 
che sono impiegati, dacché, assumendone un numero 
doppio, triplo . . . , si ottiene di compiere l’opera 
in una metà, in un terzo ... di quel tempo. 

464. Kegrola del tre inversa. Se due grandezze 
variabili sono inversamente proporzionali tra loro. 
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due stati qualunque della prima e i corrispondenti 
della seconda, presi in un ordine conveniente, for¬ 
mano una proporzione [461]; epperò [440],anche i 
valori dei quattro stati formano una proporzione. Per 
conseguenza, conoscendo tre di codesti valori, si può 
[446] calcolare il quarto. Questo calcolo si ,dice regoU 
del ire inversa. 

E». Probi. Se 14 operai hanno co^/iotto a ter¬ 
mine un certo lavoro in 36 

Operai Giórni giorni, in quanti giorni lo 

avrebbeì'o compito 21 operai? 
nisol. Poiché il numero 
2 jP dei giorni e quello degli ope¬ 

rai sono inversamente pro¬ 
porzionali tra loro [463], abbiamo la proporzione ; 

14 ; 21 = a: : 36 

dalla quale si ricava: 

a; = (14 . 36) : 21 = 24. 

466. metodo di riduzione all'unità. Senza ri¬ 
correre alla teoria delle proporzioni, si sarebbe riso¬ 
luto il precedente problema cercando dapprima il 
tempo in cui avrebbe compiuto il lavoro un solo ope¬ 
raio, (e questo tempo si trova moltiplicando per 14 
il tempo impiegato da 14 operai). Poi, dividendo il 
risultato per 21 , si trova il tempo in cui compireb¬ 
bero il lavoro 21 operai. 


Proporzionalità composta. 

t«6. Se ad alquante grandezze omogenee corri¬ 
spondono altrettante grandezze, ciascuna a ciascuna, 
e due qualunque delle prime stanno tra loro come le 





1 


— 286 — 

corrispondenti delle seconde, si dica che le prime 
grandezze sono prapcnemtaìi alle seconde. Invece, se 
due qualunque delle prime sono inversamente pro- 
l)Orzionali alle corrispondenti delle seconde, le prime 
grandezze si dicono inversamente proporzionali alle se¬ 
conde. 

Cosi, se ima grandezza variabile X è proporzio¬ 
nale ad una grandezza variabile T, gli stati della X 
sono proporzionali a quelli della 1". E se la X è in¬ 
versamente proporzionale alla Y, gli stati della X 
sono inversamente proporzionali agli stati della V. 
E reciprocamente. 

■167. Spesso una grandezza variabile dipende ad 
im tempo da parecchie grandezze variabili, dimodo¬ 
ché, se varia una sola di queste, anche la prima dove 
variare. 

Ad es., il peso di un filo metallico dipende dalla 
lunghezza, dalla grossezza del filo, e dalla densità 
della materia di cui è composto. Variando una sol¬ 
tanto di queste ultime grandezze, il peso del filo varia. 

168 . i»er. Si dice cJie una grandezza variabile X 
è propo) zioìwle ad altre A, B, C,.. . , ed inversatnente 
projxn'zionaie ad altre grandezze variabili M, N, P..,, 
se, variando, a/l es., la mia A, gli stati della X sono prcL 
porzionali agli stati della A; e variando, a/l es., la sola 
M.gli stati della X sono inversamente projxnzionali acili 
stati della .¥. • 

Cosi, ad es., il numero delle pietre, che occorrono 
per costruire un muro, è proporzionale alla lunghezza, 
all’ altezza, alla grossezza del muro [458j, ed è inver¬ 
samente proporzionale alla lunghezza, alla larghezza, 
alla grossezza delle pietre che si adoperano [463J. 

46». Kes^ola del tre compoKin. Quando una 
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grandezza variabile X è proporzionale ad alcune gran¬ 
dezze variabili > 1 , C..., ed è inversamente propor¬ 
zionale ad alcune altre Jf, N..., e si conosce il valor, ac 
della X, corrispondente a noti valori a, b, c... in, n... 
delle grandezze da cui dipende, si può proporre di de¬ 
terminare il valore a:,, che la grandezza X acquista, 
quando le altre passino rispettivamente ad" altri va¬ 
lori a„b,,c,...,Tn, n,,....Il calcolo, che conduce 
allo scopo, si dice regota del tre composta. 

Per risolvere codesto problema giova supporre 
che gli elementi, da cui dipende la grandezza varia¬ 
bile X, invece di variare tutti ad un tempo, mutino 
successivamente, uno per volta. Cosi, mediante regole 
del tre, dirette od inverse secondo il caso, si possono 
determinare i successivi valori, che andrà assumendo 
la grandezza variabile X, e 1’ ultimo sarà il valore 
domandato. 

Intanto stabiliamo di rappresentare con x, il va¬ 
lore che assume la X, quando varia soltanto la gran¬ 
dezza i., da o ad a,. Poi dinoteremo con a ?3 il nuovo 
valore a cui passa la X, perchè la grandezza B muta 
di valore, da 6 a 6 ,, e cosi via. Tutto ciò è significato 
nella tabella seguente. 


X 

X, 

Xj 

X., 

X, 


c rrnsponde ad a 


» 

» 

» 

» 


a^ 

a. 


a. 


b 

b 

h 


c 

c 

c 

C, 


m 

n 

m 

n 

m 

n 

m 

n 

m, 

n 

m, 

7Ì,. 

X si passa al 


seguente mutando una soltanto delle grandezze a cui 
la X è proporzionale, direttamente od inversamente. 
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possiamo scrivere le proporzioni : 


X 

: Xj 


a 

: a, 

Xj 

: Xj 

= 

b 

: 6, 


: X4 


c 

: c, 


: X5 

= 

Wl, 

: m 

^5 

; X, 

z= 


: n. 


Per dedurre da queste proporzioni il valore x ,, 
moltiplichiamone i termini ordinatamente tra loro. I 
quattro prodotti, che si ottengono, formano [461] una 
proporzione; e sopprimendo [445] in questa i fattori 
a:,, « 3 , x^, Xj, che sono comuni ai due termini del 
primo rapporto, si ottiene : 

X : X^ z=z (a • b • c • m^ • n^) : (a^ • b^ • • m • n), 

dalla quale [446] si ricava : 


X, = 


X • a. 


Ll 


m 


n 


m , 


. n, 

Ora possiamo enunciare la seguente : 

Redola. Cmioscendo il valore x d’una grandezza 
variabilé, coirispondente a dati valori a, b, c ... m, n ... 
di altre grandezze mriabili, alle quali la prima è pro¬ 
porzionale direttamente od inversamente, per ottenere 
il valore x, della prima grandezza, corrispondente ai 
valori a,, b,,o,...m,, n,,... di quelle altre da cui 
dipende, si moltiplica il numero noto x per i valori 
primitivi m, n . . . delle grandezze alle quali la pritrux 
è inversamente proporzionale, e per i nuovi valori a,, 
b,, c,di quelle a cui è projjorzionale direttamente: 
e si divide il prodotto per il prodotto dei nuovi va¬ 
lerli m j, n,... delle grandezze a cui la prima è inver¬ 
samente proporzionale e dei valori primitivi a, b, c.... 
delle grandezze a cui la prima è proporzionale diret¬ 
tamente. 
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E». Probi. 6 operai, lavorando 12 ore al (fiorno, 
scavarono, in 24 giorni, un canale della lunghezza di 168 
metri. Quanti operai sono necessari per compiere in 36 
giorni lo scavo di altri 252 metri dd canale, dovendosi 
restìingere il lavoro a sole 10 ore al giorno^ 

RIftol. Scriveremo su due linee i dati della que¬ 
stione : 


Ore 

Metri 

Giorni 

12 

168 

24 

10 

262 

36. 


Osserveremo poi che U numero degli operai è mversa- 
mente proporzionale al numero delle ore quotidiane 
di lavoro [463] ; che è direttamente proporzionale al 
numero dei metri [468], ed inversamento proporzio¬ 
nale al numero dei giorni. Secondo la regola prece¬ 
dente si ha perciò: 

B . 12 • 24 • 262 _ ^ 

® = 10 • 36 • 168 

4'JO. Metodo di rldoilone all’unità. Anche nel 
caso di una regola del tre composta si può adope¬ 
rare il metodo di riduzione all’unità. Esso consisto 
nel calcolare dapprima il valore, che assumerebbe la 
grandezza variabile dipendente, quando tutte le gran¬ 
dezze da cui dipende divenissero eguali all’unità. Fa¬ 
cilmente si trova poscia il valore desiderato, che cor¬ 
risponde ai nuovi valori. 

Consideriamo, ad es., U precedente problema, bi 
calcola intanto quanti operai sarebbero necessari a 
scavare un metro del canale, in un giorno, ma lavo¬ 
rando in quel giorno un’ ora soltanto. Diremo : 

Se invece di far lavorare per 12 ore al giorno, si 

farà durare il lavoro una sola ora al giorno, sarà ne- 

19 







— 290 — 


cessano un numero d’ operai 12 volte più grande ; 
occorreranno adimque (5 ' 12 ) operai. 

Se poi, invece di un canale della lunghezza di 168 
metri, si dovrà scavarne uno dì un solo metro, il nu¬ 
mero degli operai necessari diverrà del primitivo. 

• 5 13 • lo® 

Bastaranno cioè —operai. 

Infine se, invece di eseguire il lavoro in 24 
giorni, lo si vorrà compiuto in un giorno, sarà ne¬ 
cessario un numero d’ operai 24 volte più grande. Do¬ 
vranno adunque lavoreire * operai. 

Dunque ^ - rappresenta il numero degli ope¬ 

rai, che possono scavare un metro del canale, lavo¬ 
rando un solo giorno, ed in questo per un’ ora soltanto. 

Ora, se invece di lavorare per una sola ora, gli 
operai lavoreranno per 10 ore, il loro numero si ri¬ 
durrà ad del primitivo, basteranno cioè ; 


6 . 12 . 24 
168 . 10 


operai. 


Ma se questi operai, invece che un solo metro del 
canale, dovranno scavarne 262 metri, il loro numero 
dovrà diventare 252 volte tanto ; dovrà diventare : 

5 . 12 . 24 . 262 
168 . 10 

Finalmente se, invece che in un giorno, 1' opera 
dovrà essere compiuta in 36 giorni, il numero degli 
operai diverrà del primitivo. Bisogna adunque im¬ 
piegare definitivamente : 

5 • 12 • 24 . 252 


168 . 10 • 36 


= 6 operai. 








CAPITOLO XVII 


PROBLEMI 


Interesse semplice. 

m. Si dice interesse il compenso che pretende 
chi presta altrui il suo denaro. La somma prestata si 
dice capitale. 

Al momento del prestito si pattuisce l’interesse 
per un anno e per la somma di 100 lire. (*). Codesto 
interesse è chiamato tassa. Se sia convenuto, ad ea., 
che per 100 lire del capitale prestato e per un anno si 
debbano pag.ar di compenso 6 lire e mezza, la tassa 
è 6 e -j-, e si dice che il capitale è impiegato al 6 
e - 5 - per 100 . 

L’interesse è semplice, quando il capitale resta 
immutato durante tutto il tempo in cui dura l’impre¬ 
stito ; laddove, se alla fine d’ ogm anno non si riscuote 
1 interesse, ma si lascia che esso vada ad aumentare 
il capitale, che si cumuli col capitale, producendo in¬ 
teresse negli anni seguenti, in tal caso il capitale si 
dice mutuato ad interesse composto. Noi ci restringe¬ 
remo a considerare questioni d’interesse semplice. 

11 frutto 0 l’interesse d’un capitale qualunque 
per im unìio si dice rendita. Cosi si può dire che la 

(*) Sembrerebbe più naturale stabilire l’interesse per 
nna lira. Ma allora accadrebbe talvolta che codesto interesse 
sarebbe, ad es., di b centesimi e mezzo. 
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tassa è la rendita di 100 lire ; dividendo la tassa per 
100, si ottiene la rendita d’una lira (rendita uni¬ 
taria ). 

L’interesse è proporzionale al capitale ed al tem¬ 
po. [468]. 

47)8. Gli elementi di una questione d’interesse 
sono quattro : il capitale, l’ interesse, la tassa e il tempo 
per il quale dura l’imprestito. Quando sono dati tre 
di questi elementi, si può calcolare il quarto mediante 
una regola del tre composta. Affine di trattare la que¬ 
stione generalmente, cioè una volta per tutte, stabi¬ 
liamo di dinotare con la lettera c il capitale, con i 
l’interesse relativo al capitale c, con r la rendita 
d’una lira ( rendita unitaria ), e con t il tempo per il 
quale dura l’imprestito. (*). Cerchiamo la relazione 


tra c, 1 , r, e t. 



Capitale 

Tempo 

Interesse 

1 

1 

r 

• c 

t 

i. 

Itiguardando 

come incognita 

da determinare 


l’interesse i, la questione è semplice, perchè è noto 
l’interesse corrispondente al capitale 1 ed al tempo 1. 
Diremo : 

Poiché 1 lira dà la rendita r, c lire danno di ren¬ 
dita (r • c). Trovato l’interesse d’un anno, si mol¬ 
tiplica per t, e si ottiene l’interesse di t armi. Egli è 
adunque : 

i =■ r • c ‘ t. (1) 

(*) L’unità di tempo è l’anno; perciò, se un capitale vien 
prestato per 200 giorni, egli è < = Se il capitale viene 
prestato per 5 mesi, e si computi l’anno come fosse di 360 
giorni, è t = -^. 
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Poiché in un prodotto ad alquanti fattori si può 
sostituire il prodotto effettuato, possiamo riguardare 
il secondo membro come il prodotto di due soli fat¬ 
tori, uno dei quali sia r, oppure c, oppure t. Perchè 
poi, dividendo il prodotto di due fattori per uno di 
essi, si ottien l’altro fattore, dalla precedente ugua¬ 
glianza si ricavano le seguenti : 


t 

^ ~ c ■ t ' 

(2) 

i 

^ ~ r ■ t ' 

(3) 

t = * • 

r • c 

(4) 


Le quattro uguaglianze (1), (2), (3), (4) si dicono 
formule, perchè simbolicamente indicano il calcolo 
che bisogna fare quando, essendo note tre delle quan¬ 
tità i, r, c, ?, si vuol trovare la quarta. 

Veramente nelle questioni d’interesse è data, o 
si domanda, la tassa, e non la rendita unitaria. Per¬ 
ciò, volendo usare delle formule precedenti, se è nota 
la tassa, bisogna cominciare a dividerla per 100, per 
aver la rendita unitaria. E nel caso in cui è doman¬ 
data la tassa, ricorrendo alla formula (2), si calcola 
dapprima la rendita unitaria; moltiplicandola per 100, 
se ne deduce poi la tassa. 

( Ma invece di ricorrere alle formule (2), (3) e (4), 
quando si debbano determinare rispettivamente la 
tassa, il capitale o il tempo, si può risolvere la que¬ 
stione mediante una regola del tre composta ). 

473. Probi. Si calcoli V interesse di 2600 lire, pre¬ 
state per 200 giorni, al 6,60 per cento. 

Risol. Il secondo membro della formnla (1) in- 
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dica le operazioni che si devono fare coi numeri dati. 
Nel caso proposto, essendo r = 6,60 : 100 = 0,066 ; 


c = 2600 e t = 


900 

060 


si ha : 


i = 0,056 • 2600 


200 

366 


Òss. Nel caso che si fosse domandato semplice- 
mente la rendita, essendo questa l’interesse di un 
anno, sarebbe stato # = 1, epperò : 

i = 0,066 • 2600. 

•114. Probi. AI quanto per 100 fu impiegato un 
capitale di 25000 lire, se in 3 mesi ha dato per interesse 
400 lire? i 

RìmoI. Ricorrendo alla formula (2), ponendovi 
nel secondo membro i = 400, c = 26000 e t = 
ed eseguendo le operazioni, si trova : 

r = 0,064. 

Poiché r rappresenta la rendita di una lira, laddove 
la tassa domandata è la rendita di 100 lire^ bisogna 
moltiplicare por 100; cosi si trova che il denaro fti 
impiegato al 6,40 per 100. 

115. Probi. Qual capitale, impiegata al 6 per 100, 
produtrebbe un interesse di 2400 lire in 226 giorni? 

Rlaol. Ricorrendo alla formula (3), si porrà nel 
secondo membro; 


i = 2400, r = 6 : 100 = 0,06 e t = 


225 

365 


Eseguendo le operazioni, si trova che il capitale 
richiesto è di lire 64888,89. 

116. Probi. In quanto tempo 10000 lire, impie¬ 
gate al 6 pei- 100, producono 100 lire di frutto ? 
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RìnoI. Dobbiamo ricorrere alla formula (4>, e 
porvi c — 10000, r = 0,05 ed i =; 100. Cosi si trova 
< = di un anno --= 73 giorni. 

Regola di sconto. 

477. Quando si vuol riscuotere una somma prima 

del giorno in cui si ha diritto, conviene lasciare, a 
chi si presta a pagarla, un compenso che si dice sconto. 
In commercio si accorda per isconto l’interesse che la 
somma, che si riscuoterebbe aspettando la scadenza, 
frutta ad una tassa pattuita ( tassa dello sconto ) nel 
tempo di cui viene anticipato il pagamento. Le que¬ 
stioni relative allo sconto non difiTeriscono adunque da 
quelle d’interesse semplice. » 

478. Probi. Una cambiale di 3700 lire scade tra 
80 gioìni. Si jnojìone di scontarla al 6 pe)' 100. Si cal¬ 
coli lo sconto. 

RImoI. Lo sconto richiesto è niente altro che l’in¬ 
teresse dovuto a 3700 lire, impiegate per 80 giorni, 
al 6 per 100. Ricorrendo alla formula : 

i = r • c • ty 

otteniamo : 

RO 

i = 0,06 . 3700 . = 48,65. 

ODO 

Sulle 3700 lire chi sconta si trattiene adunque 
lire 48,65 e ne paga 3651,35. Questo è il valore attuale 
del biglietto ; 3700 lire si dice il valore nominale od an¬ 
che il montante. 

479. Os». Nell’esempio precedente si vede che 
colui che sconta si trattiene l’interesse di 3700 lire, 
mentre in realtà non ne presta che 3651,36. La tassa, 
a cui impiega il suo danaro, è dunque più elevata della 
tassa dello sconto. 
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Regola di società. 


4»0. La regola di società ha per oggetto di di¬ 
videre il guadagno o la perdita fatta da una società 
commerciale tra le persone che la compongono, ed 
in ragione ai loro rispettivi diritti. Manifestamente 
la parte di ciascun socio dev’essere proporzionale al 
capitale impiegato ed al tempo per cui è stato impie¬ 
gato. [468J. 

481. Probi. Tre negozianti si sono associati in 
ima impresa; il irrimo ha posto nella società 2500 lire, 
tt secondo 4600, ed il terzo 3200. Il guadagno netto fu di 
,865 lire; si domanda quanto spetti a ciascuno. 

RImoI. D capitale impiegato è di 10300 lire, e 
queste hanno prodotto un utile di 865 lire. Si può 
dire che ciascuna lira ha dato un guadagno di 
di lira. 

E poiché delle 10300 lire, 2500 sono del primo 
negoziante, a questi spetterà 2500 volte il guadagno 
fatto da una lira. Da ciò si comprende che le quote, 
a cui hanno diritto i tre soci, sono rispettivamente : 


865 

10300 


• 2500 = 209,95 


865 

10300 

865 

10300 


• 4600 = 386,31 


• 3200 = 268,73. 

864,99 ’ 


488. Può avvenire che dei negozianti uniscano i 
loro capitali per una speculazione, impiegandoli per 
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tempi differenti. Questo caso si presenta, ad es., quando 
uno si avventura in una speculazione, e dopo qualche 
tempo ha bisogno di formare società con altri per con- 
dmre a termine l’impresa. In tal caso, nel distribuire 
il guadagno, conviene avere riguardo ai capitali e ai 
tempi durante i quali furono impiegati, 

4S3. Probi. In un affare il socio A càie impiegate 
3000 lire, per 6 mesi, il socio B lire 2400 per 8 mesi, 
ed un terzo 4600 lire per 6 mesi. Quale deve essere 
la parte di ciascuno, posto cfte siasi fatto im guadagno 
di 1200 lire? 

Kisol. Poiché il socio A ha impiegato 3000 lire 
per 6 mesi, a lui spetta la stessa parte, che se avesse 
posto in società 3000 • 6 = 15000 lire per un solo 
mese. 

Cosi la parte nel socio B è quale gli spetterebbe, 
se avesse prestato per im solo mese un capitale di 
lire 2400 • 3 = 7200. Similmente per il terzo socio è 
come se avesse impiegato 4600 • 6 = 27 600 lire per 
un mese. 

Il problema è cosi ricondotto al caso precedente, 
dacché si può supporre che i tre soci abbiano poste 
in società, il primo 16000 lire, il secondo 7200, ed il 
terzo 27 600 lire, per lo stesso intervallo di tempo. Si 
hanno cosi le tre quote : 


1200 

49800 


15000 = 361,44 


1200 

49800 


7200 = 173,49 


1200 


. 27600 = 665,06 
1199,99. 


49000 
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•81. Se torniamo a considerare la precedente que¬ 
stione [482], vediamo che essa consiste nel : 

Dividere un numero dato in parti proporzionali a 
ntimeìi dati. 

Tratteremo di nuovo l’ argomento facendo uso 
della teoria delle proporzioni ; per generalità propo¬ 
niamoci il seguente : 

186. Probi. Dividere un numero n in tre parti, 
die siano })rojx>rzionali ai numeri a, b, o. 

RlMol. Eappresentando le tre parti richieste con 
le lettere x, y, z, possiamo dire che esse devono es¬ 
sere tali da verificare l’eguaglianza : 

^ + y + z = n, 

e le proporzioni : 

X : y ■= a : h 
y : z = b : c, 

dalle quali, permutando [444], otteniamo : 

X : a =■ y : b 
y : b = z : c. 

Dev’ essere adunque : 

_ J/ _ 

a b c ' 

Sappiamo poi [450] che, avendo parecchi quozienti 
eguali, col dividere la somma dei dividendi per quella 
dei divisori, si ottiene un quoziente uguale ai propo¬ 
sti. Cosi, poiché è X y z n, abbiamo : 

jL — .y_ — — n 

o b c 
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Moltiplicando per a il primo rapporto ed il quarto, 
otterremo prodotti eguali ; è dunque : 


X 


n 

a - b c ’ 


Cosi, moltiplicando il secondo ed il quarto per 6, poi il 
terzo ed il quarto per c, si trova : 


y 


= h . 


n 

a b c ’ 


n 

e — c ■ -n—;-. 

a + ò + c 


Ora possiamo enunciare la: 

Resola. Per dividere un numero n in jxurti pro¬ 
porzionali a dei numeri dati a, b, o..., si divide il nu¬ 
mero n })er la somma dei numei i a, b, c..., e si moltiplica 
il quoziente per questi numeri. 1 prodotti sono le parti 
domandate. 

Osa. Quando fosse richiesto di dividere xm nu¬ 
mero n in parti inversamente proporzionali a dei nu-, 
meri a, b, c ..., si dividerebbe n in parti direttamente 
proporzionali ai numeri , che sono ri¬ 

spettivamente gl’ inversi dei numeri dati. 

Regola di miscuglio. 

486. Si adopera in due casi la regola di miscu¬ 
glio ; cioè quando si vuole : 

1®. Conoscendo la quantità e il prezzo unitario di 
talune sostanze da rittnire, trovare il prezzo unitario del 
miscuglio. 

2°. Dato il prezzo unitario del miscuglio e quelli 
delle sostanze da munire^ trovare in quali rajiporti bisogna 
fare la mescolanza. 

489. Probi. Si sono mescolati 80 litrì di vino da 
75 cent, il litro con 25 litri di vino da 60 cent. Quale è il 
prezzo di un litro della mescolanza ? 
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RIsol. Intanto gli ; 

80 litri da lire 0,76 il litro costano 0,75 • 80 = 60 lire, 
ed i 26 . 0,60 > 0,60 • 25 = 16 . ; 

quindi i 105 litri di vino costano in tutto "TS" lire. 

Infine, dividendo per 105 il prezzo del miscuglio, 
si o{,teiTà il prezzo d’ un litro. Si trova lire 0,71, cioè 
71 centesimi. 

488. Lieiiima. Quando i prezzi unitari delle so¬ 
stanze compotienti un miscuglio ricevono un medesimo 
aumento o una stessa diminuzione, nel prezzo unitario del 
miscuglio avviene lo stesso cambiamento. 

Mim. Per riconoscere la verità della proposizione, 
imaginiamo che un negoziante abbia varie qualità 
d’una merce da prezzi diversi, 100 kilogrammi in tutto. 
Se, dopo che ne sia stato fatto un miscuglio, il prezzo 
d’og;m qualità cresce d’una lira, il prezzo totale della 
merce cresce di 100 lire, ed il negoziante ricaverà 
queste 100 lire, vendendo ogni kilogrammo del mi¬ 
scuglio ad ima lira di piu. Conchiudiamo, in gene¬ 
rale che; ecc. 

489. Probi. In qual rappoìio bisogna mescolare 
acqua con vino da 65 cent, il litro, per otteiiere una 
mescolanza da 45 cent.? 

Risol. Un litro della mescolanza deve costare 
45 centesimi ; questi sono dovuti naturalmente al vino 
che essa contiene. Ora poiché un litro del vino che 
si adopera costa 65 cent., di litro costerà 1 cent., 
e saranno di litro, che costeranno 45 cent. 

Un litro del miscuglio deve adunque essere com¬ 
posto di di vino e di acqua. 

490. Probi. In qual rapporto bisogna mescolare 
del l'ino da 80 cent, il litro con vino da 50 cent., per 
ottenere del vino da 62 cent.? 





— 301 — 

Rlsol. Imaginiamo che i prezzi unitari di ambe¬ 
due le specie del vino subiscano im medesimo rinvi- 
lio. Sappiamo [488] che il prezzo unitario di un mi¬ 
scuglio qualunque delle due specie di vino subisce 
allora l’identico deprezzamento. Supponiamo che il 
prezzo della seconda specie di vino si riduca a zerOy 
e che il prezzo dell’altra qualità diminuisca egual¬ 
mente di 50 cent., si riduca dunque a 30 oent. H prezzo 
unitario del miscuglio discenderà a 12 cent. Cosi il 
problema è condotto al caso antecedente, nel quale 
una delle due sostanze non ha nessun valore. 

La questione è dunque di determinare in quale 
rapporto bisogna mescolare del vino da 30 cent, con 
vino da 0 cent. ( acqua ), per ottenere una mescolanza 
da 12 cent. Ragionando come per il caso precedente, 
si conchiude che un litro della mescolanza deve esser 
composto di di vino da 30 cent., ed i rimanenti 
devono esser dell’ altra specie di niun valore. 

Cosi abbiamo trovato che, supposta divisa la me¬ 
scolanza, che si vuol fare, in 30 parti eguali, 12 di 
queste devono essere di vino da 80 cent., e le altre 
18 parti devono essere di vino da 50 cent. 
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